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Re´sume´
Nous pre´sentons dans ce me´moire de the`se d’habilitation une e´tude sur des
algorithmes distribue´s asynchrones de controˆle et d’ordonnancement.
Un algorithme de controˆle e´tablit une structure virtuelle sur un re´seau de sites
communicants. Nous faisons le choix de faire un minimum d’hypothe`ses sur les
connaissances de chaque site. De meˆme, nous e´vitons autant que possible d’utiliser
des me´canismes conduisant a` des attentes qui peuvent eˆtre pe´nalisantes comme,
par exemple, l’utilisation de synchroniseurs. Ces choix conduisent a` privile´gier les
modes de fonctionnement essentiellement locaux. Nous introduisons toutefois une
limite a` cette de´marche, dans ce travail, nous ne conside´rons que des algorithmes
de´terministes.
Dans ces circonstances, un proble`me essentiel de l’algorithmique distribue´e est
l’e´tablissement d’une structure de controˆle couvrant la totalite´ du re´seau, dans
laquelle chaque site distingue certains de ses voisins de fac¸on spe´cifique.
Apre`s avoir rappele´ des notions fondamentales en partie I, nous pre´sentons
dans la premie`re partie, trois de nos algorithmes de construction d’arbre couvrant
avec contraintes, ces dernie`res apportant une plus grande efficacite´ a` la structure
de controˆle e´tablie. En particulier, nous conside´rons la contrainte de poids to-
tal minimum qui caracte´rise plutoˆt une recherche e´conomique, celle de diame`tre
minimum qui concerne l’efficacite´ a` la fois en temps mais aussi e´videmment en
messages et la contrainte de degre´ minimal qui permet par exemple d’utiliser des
e´quipements d’interconnection moins couˆteux.
Dans la troisie`me partie nous pre´sentons deux de nos heuristiques pour la
re´solution du proble`me de l’ordonnancement distribue´ en ligne, avec arrive´es spo-
radiques, d’abord de taˆches inde´pendantes puis de taˆches avec de´pendances non
cycliques. Nous montrons que la` encore, la structure d’arbre peut eˆtre utilise´e de
fac¸on be´ne´fique. En particulier, dans des re´seaux de taille arbitrairement grande,
des arbres de plus courts chemins limite´s aux voisins relativement proches peuvent
eˆtre utilise´s pour de´finir un concept nouveau et prometteur : la Sphe`re de Calcul.
Cette Sphe`re de Calcul limite le nombre de messages e´change´s et le temps de
calcul.
Tout au long de ce me´moire nous pre´sentons des algorithmes nouveaux, voire
pionniers dans leurs domaine. De nombreux de´veloppements sont possibles, cer-
tains de´ja` re´alise´s par nous-meˆme ou par d’autres auteurs, d’autres sont des pro-
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9Introduction ge´ne´rale
Des ordinateurs qualifie´s d’hyper-paralle`les sont de´ja` apparus sur le marche´
et des re´seaux internationaux existent. Mais, meˆme si comme M. Daniel Hillis,
« pe`re » de la connection machine, nombreux sont ceux qui pensaient qu’en mul-
tipliant le nombre de processeurs on pourrait multiplier la puissance de calcul,
le de´veloppement de logiciels ade´quats s’ave`re eˆtre une taˆche difficile. Le reˆve
d’une puissance de´mesure´e se dissout face a` des proble`mes de « grande taille ».
Il s’agit de comprendre, maˆıtriser et diriger les communications entre des mil-
liers de processeurs. Meˆme si, dans certaines applications (comme par exemple
le traitement d’image), des re´sultats probants ont e´te´ obtenus, le proble`me reste
tre`s difficile pour la plupart des autres applications et conduit les chercheurs, du
mathe´maticien au programmeur, a` de nouveaux modes de pense´e.
En effet, depuis l’enfance, l’apprentissage ainsi que la re´solution de proble`mes
sont habituellement de´compose´s en petites taˆches exe´cute´es en se´quence, les unes
apre`s les autres. Cette technique ne peut pas, en ge´ne´ral, eˆtre conserve´e dans
l’utilisation de l’hyper-paralle´lisme ou paralle´lisme massif.
Un secteur actif de la recherche s’inte´resse de pre`s aux algorithmes distri-
bue´s. Ces algorithmes sont, par de´finition, des algorithmes destine´s a` fonctionner
en milieu distribue´, c’est a` dire sur des machines disposant de processeurs sans
me´moire partage´e, ou encore sur des re´seaux de sites communicants. Ces environ-
nements peuvent eˆtre caracte´rise´s par un graphe G = (V,E), ou` V est l’ensemble
des sommets repre´sentants les sites et E est l’ensemble des areˆtes repre´sentant
les liens de communication entre ces sites. Un site e´tant soit un processeur, soit
plusieurs, voire un re´seau de communication local entre machines distinctes. La
seule contrainte, et qui d’ailleurs s’ave`re ge´ne´ralement ve´rifie´e dans la pratique,
est l’existence d’une liaison unique entre le re´seau (principal) et le site, par areˆte
du graphe des communications.
Ce me´moire pre´sente un bref tour d’horizon de plusieurs anne´es de recherche
sur des re´seaux de sites sans me´moire, ni variables, ni horloge globale. Les sites
travaillent en paralle`le et de fac¸on asynchrone 1.
1. Pour pouvoir conside´rer la complexite´ temporelle de ces algorithmes, on utilise un mode`le
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Toute action d’un site est conditionne´e par la re´ception de message et de
ceux pre´ce´demment rec¸us (on parle alors d’algorithme « message-driven »). Par
souci d’homoge´ne´ite´ dans la re´daction de ce me´moire, nous ne pre´sentons que des
algorithmes de´terministes, pour lesquels les sites disposent d’identite´s distinctes
bien que nous ayons pu relaˆcher cette contrainte dans un de nos travaux.
L’un des proble`mes majeurs des re´seaux de sites sans me´moire partage´e, est
celui de sa structuration virtuelle. Nous avons cherche´ a` e´tablir des algorithmes
utilisant les hypothe`ses les plus faibles possible au sens mathe´matique du terme.
C’est-a`-dire que ces algorithmes sont, en grande partie, inde´pendants du mate´riel.
Ils sont asynchrones (il n’y a pas ne´cessite´ d’existence d’une synchronicite´ totale)
et ne pre´supposent pas de connaissance sur la topologie du re´seau (a` part peut-eˆtre
sa connexite´) : que ce soit sur sa taille, son diame`tre ou encore son degre´. Nous ne
formulons pas non plus d’hypothe`se sur l’homoge´ne´ite´ du re´seau : les machines
qui le composent peuvent eˆtre de capacite´s et de puissance diffe´rentes, seul le
protocole de communication doit eˆtre le meˆme pour toute machine. De plus, nous
n’avons pas besoin de l’existence d’un site ayant une particularite´ connue de tous
les autres ainsi que de lui-meˆme (parfois appele´ initiateur 2). Nous ne formulons
pas non plus, en ge´ne´ral, de restriction sur le nombre de sites qui de´marrent les
algorithmes distribue´s conside´re´s. Ils forment un sous-ensemble quelconque non
vide de l’ensemble des sites.
La justification de ces choix tient en ce que l’augmentation pre´visible de la
taille des re´seaux et des machines distribue´es, la combinaison des moyens phy-
siques de connexion (caˆbles coaxiaux, fibres optiques, ondes Hertziennes, etc.)
conduit a` des topologies physiques impre´visibles, voire meˆme dynamiques. Nous
pre´sentons d’ailleurs un algorithme qui n’utilise que des ressources (en termes de
sites) a` voisinage limite´, permettant un fonctionnement sur des graphes de taille
arbitrairement grande.
La structuration virtuelle d’un re´seau consiste en la construction de structures
de controˆle sur la totalite´ des processus, brisant ainsi la syme´trie d’origine.
Avec l’e´tablissement de la structure virtuelle, chaque site acquiert des connais-
sances supple´mentaires sur le re´seau, connaissances lie´es a` la structure de controˆle
e´tablie. C’est-a`-dire que chaque site peut alors distinguer certains de ses voisins
selon leurs roˆles et/ou privile`ges dans la structure.
Les structures ge´ne´ralement utilise´es sont l’anneau virtuel ou l’arbre couvrant
voir par exemple [Awer87, GaHS83, HeMR87, KoKM90, LaLa89a].
Un arbre couvrant (AC) du re´seau permet la re´solution de nombreux pro-
ble`mes en algorithmique distribue´e tels l’exclusion mutuelle [TrNa87] ou la syn-
chronisation [Awer85c] ; il est lie´ aussi aux proble`mes de calculs distribue´s de base
affaibli : le re´seau est dit asynchrone a` de´lais borne´s (voir Partie I, chapitre 2)
2. On parle aussi de rupture de syme´trie dans ce cas
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tels la recherche d’extremum, l’e´lection et la terminaison distribue´e. Nous avons
rappele´ comment ces proble`mes se re´duisent a` la construction d’AC dans [Bute94].
Le me´moire s’articule de la fac¸on suivante :
Partie I
Nous pre´cisons, dans cette premie`re partie, d’une part les diverses notations
et de´finitions classiques de la the´orie des graphes ainsi que quelques proprie´te´s
essentielles et d’autre part le mode`le de syste`me distribue´ qui nous inte´resse.
Partie II
Cette deuxie`me partie de´crit trois de nos algorithmes de construction d’arbre
couvrant contraint. Ces contraintes apportent une plus grande efficacite´ a` cette
structure de controˆle. En particulier, l’accent sera mis sur les contraintes de poids
total minimal, qui caracte´rise plutoˆt une recherche e´conomique, celle de diame`tre
minimal, qui permet de minimiser les communications en moyenne, et celle de
degre´ minimal, contraintes issues par exemple du choix d’e´quipements d’inter-
connexion a` couˆt re´duit ou encore de limiter des phe´nome`nes de type « goulet
d’e´tranglement ».
Partie III
Les applications modernes sont particulie`rement couˆteuses en temps de calcul,
que ce soit la pre´diction me´te´orologique ou toute autre simulation. Ces besoins
en calculs ont pousse´ les chercheurs a` paralle´liser les programmes et les donne´es
pour re´partir la charge sur les moyens de calcul. Les applications paralle`les (ou
paralle´lise´es) sont souvent repre´sente´es sous forme de taˆches inde´pendantes ou
en graphes de de´pendances de taˆches. Tre`s ge´ne´ralement, l’ordonnancement et le
placement des taˆches composant ces applications paralle`les sur une architecture
mate´rielle n’est souvent envisage´e que d’un point de vue centralise´ (meˆme dans
les architectures et technologies de type grille). Dans un contexte re´aliste, l’archi-
tecture mate´rielle n’est meˆme pas force´ment re´gulie`re ni de taille connue. Nous
allons tenter de nous approcher le plus possible de cette situation en distribuant
l’ordonnanceur : c’est le propos de la troisie`me et dernie`re partie de ce travail
dans lequel nous pre´sentons deux de nos heuristiques d’ordonnancement distri-
bue´ en ligne. La premie`re porte sur l’ordonnancement de taˆches inde´pendantes
a` arrive´es sporadiques sur des sites quelconques du re´seau. La seconde traite le
proble`me des taˆches avec de´pendances non cycliques, dans le meˆme contexte.
Nous terminons ce me´moire par un bilan et une synthe`se des perspectives qui
s’en de´gagent.











Nous pre´sentons dans cette partie quelques de´finitions et notations de la the´o-
rie des graphes pour e´viter certaines ambigu¨ıte´s puis le mode`le de syste`me distri-
bue´ asynchrone qui nous inte´resse.
Les algorithmes distribue´s e´tant destine´s a` fonctionner sur des re´seaux, ces
re´seaux sont associe´s a` des graphes, les liens de communications e´tant les areˆtes
et les sites les nœuds du graphe. Nous allons reprendre des proprie´te´s essentielles
de la the´orie des graphes et pre´ciser celles qui nous inte´ressent. Nous discutons
en particulier de la notion de distance et de ses de´rive´s.
Ensuite, nous pre´sentons le mode`le ge´ne´ral de syste`me distribue´ asynchrone,
mode`le repris par de nombreux auteurs avec certaines nuances. Nous pre´cisons
quelles sont les hypothe`ses pre´cises qui forment le cadre de notre travail. Ces
notions essentielles ajoute´es a` la terminaison et a` la mesure de la complexite´ des
algorithmes distribue´s sont e´voque´s et discute´s.
1.2 De´finitions et notations de la the´orie des
graphes
Nous utilisons dans ce me´moire les notations et de´finitions usuelles de la the´o-
rie des graphes (voir par exemple C. Berge [Berg70]) plus quelques autres (ou des
de´finitions qui pourraient eˆtre ambigue¨s) que nous rappelons dans les paragraphes
qui suivent ou avant leur utilisation.
Un graphe simple est un graphe dans lequel tout arc relie deux sommets
distincts, et e´tant donne´ deux sommets de G, il existe au plus un arc les reliant.
Tous les graphes conside´re´s dans ce document sont des graphes simples.
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16 Part. I, chap. 1 : De´finitions et Notations
Il existe deux terminologies distinctes suivant que le graphe est oriente´ ou non.
Nous utilisons les deux terminologies inde´pendamment car nous ne conside´rons
que des graphes non-oriente´s et il est e´vident que ses derniers sont des cas parti-
culiers des graphes oriente´s et ainsi l’abus de langage qui s’en suit n’est pas tre`s
conse´quent, du moins pour ce qui nous concerne.
Soit G = (V,E) un graphe non-oriente´ (ou syme´trique) tel que |V | = n et
|E| = m. V est l’ensemble des nœuds (Vertices) et E est l’ensemble des areˆtes
(ou arcs, Edges). Nous associons au graphe G, une fonction de couˆt ω (ou de
poids, ou encore de de´lai de communication entre sites pour un re´seau) de E vers
R
+ (dans la dernie`re partie de ce travail, nous de´finirons aussi une fonction de
couˆt pour les nœuds).
Nous utilisons les notations communes suivantes :
ΓG(x) Ensemble des voisins de x.
δ(x) Degre´ d’un sommet x, e´gal ici a` |ΓG(x)|.
[x1, x2, . . . , xp] = (e1, . . . , ep−1) Chemin contenant les sommets x1 a` xp, les
areˆtes ei = (xi, xi+1), (i ∈ {1, . . . p − 1}) appartiennent toutes
a` E.
Nous ne conside´rons dans cette e´tude que des chemins e´le´mentaires, c’est a`
dire ne comportant pas deux fois le meˆme sommet (et donc pas deux fois la meˆme
areˆte) 1. Un cycle (ou circuit) est un chemin dont les extre´mite´s co¨ıncident.
Notions de longueurs, distances, etc.
Nous e´tendons la de´finition de la fonction de « poids » ω aux ensembles E
d’areˆtes : ω(E) e´tant alors la somme des poids des areˆtes composant cet ensemble,
ainsi la longueur d’un chemin µ = [x1, x2, . . . , xp] est note´e ω(µ). Ceci introduit la
notion de « longueur value´e » et influence directement les de´finitions de distance,
rayon, diame`tre etc., qui vont suivre. Il est a` noter que tous les auteurs n’utilisent
pas ces de´finitions qui se voient ici ge´ne´ralise´es aux graphes value´s. Nous e´tendons
la de´finition de longueur sur les graphes non-value´s en faisant l’amalgame graphe
non-value´, graphe value´ uniforme´ment avec des poids e´gaux a` 1. De cette fac¸on,
cette de´finition permet de conserver les de´finitions usuelles sur les graphes non
value´s ou` la distance entre deux sommets est e´gale au nombre d’areˆtes d’un plus
court chemin reliant ces sommets.
Cette notion de longueur permet d’introduire des de´finitions et notations ge´ne´-
ralise´es, c’est a` dire de´finies aussi bien sur des graphes value´s que sur des graphes
1. Dans la terminologie des graphes non-oriente´s, il est en fait plus correct de parler de
chaˆıne, mais nous gardons la terminologie chemin, et nous gardons l’ide´e de direction associe´e
dans la mesure ou` des messages sont e´mis d’un site pour arriver a` un autre.
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non-value´s, comme suit :
dG(x, y) Distance de x a` y, e´gale a` la longueur d’un plus court chemin
de x a` y. Cette longueur est choisie e´gale a` +∞ si un tel chemin
n’existe pas et e´gale a` 0 pour la distance d’un nœud a` lui meˆme :
dG(x, x).
eccG(v) E´cartement (ou excentricite´, ou se´paration) d’un sommet v de´fini
comme suit : eccG(v) = maxk∈V dG(v, k). Tant que les graphes
conside´re´s sont connexes, l’excentricite´ est une valeur finie.
D(G) Diame`tre du graphe G. Il peut eˆtre de´fini par la longueur du
plus long chemin ou par la plus grande excentricite´ :
D(G) = maxx,y∈V dG(x, y) = maxv∈V eccG(v). Par extension,
nous utilisons le terme de chemin diame´tral de G pour de´si-
gner un plus court chemin entre deux nœuds de longueur e´gale
a` D(G).
ρ(G) Rayon du graphe. Le rayon d’un graphe est e´gal a` l’excentricite´
minimale soit : ρ(G) = minv∈V eccG(v).
Un centre v0 du graphe est un sommet d’excentricite´ minimum,
son excentricite´ eccG(v0), est donc e´gale au rayon du graphe. Si
ρ(G) est fini alors il existe au moins un centre.
ACCG(x) Ensemble des arbres couvrants de G de plus court chemin enra-
cine´s en x.
Nous utilisons aussi parfois la version oriente´e de l’arbre couvrant : une ar-
borescence couvrante est de´finie comme un arbre couvrant muni d’une racine x,
c’est a` dire qu’a` partir de x il existe un chemin vers tous les autres nœuds de
l’arborescence. Il est a` noter que cette notion n’est utilise´e que d’un point de vue
logique : c’est l’algorithme qui fournit une orientation aux areˆtes, pas le re´seau.
Dans la suite de ce travail, le G en indice est omis de`s que cela n’entraˆıne pas
d’ambigu¨ıte´.
1.3 Quelques proprie´te´s utiles
Nous allons rappeler maintenant quelques proprie´te´s de la the´orie des graphes
qui nous seront utiles dans la suite de cette the`se.
1.3.1 Proprie´te´s des distances
– Ine´galite´ triangulaire (ou Eule´rienne) :
∀i, j, k ∈ V, d(i, j) + d(j, k) ≥ d(i, k)
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– Un sous-chemin d’un plus court chemin est aussi un plus court chemin
(Bellman) :
∀µ = [x1, . . . , xp], xi ∈ V, ∀i ∈ {1, . . . p}, ω(µ) = d(x1, xp)
⇒ d(x1, xj) = ω([x1, xj])∀j ∈ {1, . . . , p}
C’est sur l’exploitation de ces deux proprie´te´s que sont base´s tous les algo-
rithmes de plus court chemin.
1.3.2 Proprie´te´s sur les rayons et les diame`tres
Dans ce paragraphe, nous allons exprimer quelques ine´galite´s sur les diame`tres
et les rayons. Nous omettons la plupart des preuves car elles peuvent eˆtre retrou-
ve´es facilement dans la litte´rature sur la the´orie des graphes.
Lemme 1 ρ(G) ≤ D(G) ≤ 2ρ(G)
Si T ′ est un Arbre Couvrant de Rayon Minimal sur G, alors
ρ(T ′) = ρ(G) et D(T ′) ≤ 2ρ(G)
Si T ∗ est un Arbre Couvrant de Diame`tre Minimal sur G alors
D(G) ≤ D(T ∗) = D∗ ≤ D(T ′)
La borne infe´rieure est atteinte par exemple lorsque G est un arbre et la borne
supe´rieure est atteinte lorsque G est un graphe complet.
Finalement, nous obtenons l’ine´galite´ suivante :
ρ(G) ≤ D(G) ≤ D∗ ≤ D(T ′) ≤ 2ρ(G) (1.1)
Nous pouvons maintenant e´noncer quelques proprie´te´s sur les arbres value´s.
Par de´finition, si T ∈ ACCG(x), nous avons :
D(T ) = max
x,y∈V
(dT (x, y)) ≤ max
i,j∈V
(dG(i, x) + dG(x, j))
Lemme 2 Un centre x de G est aussi un centre de tout arbre T ∈ ACCG(x).
Si toutes les areˆtes sont de poids 1, nous pouvons reprendre un tre`s vieux
re´sultat de Camille Jordan, date´ de 1869, repris par C. Berge dans [Berg70],
chapitre 4, the´ore`me 8.
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The´ore`me 1 Si G est un arbre, et si D(G) est pair, alors G a un centre unique,





Si D(G) est impair, alors G admet exactement deux centres, avec une areˆte
qui les relie et par laquelle passent tous les chemins de longueur maximum ; en












Dans le cas plus ge´ne´ral ou` les areˆtes sont de poids positif non nul nous
obtenons le re´sultat suivant :
Lemme 3 Tout arbre T a exactement un ou deux centres ; s’il a exactement un
centre alors :
D(T ) = 2ρ(T )
Si il a exactement deux centres :
D(T ) < 2ρ(T ) < D(T ) + 2β
ou β est le poids de l’unique areˆte joignant les deux centres.
Preuve : Si l’arbre T n’a qu’un centre, alors il existe au moins deux chemins
distincts, de ce centre a` deux feuilles de l’arbre, de poids identiques et maximum.
Donc le rayon de l’arbre est ce poids et le diame`tre est obtenu par la plus longue
chaˆıne e´gale a` 2ρ(T ).
Si l’arbre a deux centres c1 et c2. De´montrons d’abord qu’il ne peut y avoir
qu’une seule areˆte entre ces deux centres, puis nous de´montrons l’ine´galite´ pre´-
vue par le lemme. Supposons donc, par contradiction, qu’il existe un chemin de
longueur minimale avec au moins deux areˆtes entre c1 et c2 et donc un ou deux
centres peuvent eˆtre trouves dans ce chemin en lieu et place de c1 et c2.
Soit β le poids de l’areˆte joignant c1 et c2, α la longueur du plus long chemin
de c1 a une feuille de son sous-arbre ne contenant pas c2 et, de meˆme, soit α
′ la
longueur du plus long chemin de c2 a une feuille de son sous-arbre (ne contenant
pas c1). Supposons par exemple que α ≥ α′.
Nous obtenons alors la relation suivante :
D(T ) = α + β + α′ et ρ(T ) = α + β
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mais
α′ + β > α (car β > 0)
donc
ρ(T ) <













Il ne nous reste plus qu’a` montrer qu’un arbre ne peut avoir plus de deux
centres, c’est une de´monstration par re´currence analogue a` celle de´crite par
C. Berge dans [Berg70] pour de´montrer le the´ore`me de C. Jordan ou` les poids
sont de 1 et les graphes sont oriente´s. 2




Le mode`le du syste`me distribue´
Nous allons de´crire maintenant, dans les paragraphes qui suivent, le cadre
de notre travail a` savoir ce que peut bien repre´senter un syste`me distribue´
(ou re´parti) et la notion d’algorithme dans ce syste`me. Ces de´finitions sont
tre`s couramment employe´es et proviennent, entre autres, des articles et ou-
vrages de C. A. R. Hoare, G. Le Lann, I. Lavalle´e, C. Lavault et M. Raynal
[Hoar87, LaLa86, Laval90, Lavau87, Lela77, Rayn87, Rayn91].
2.1 Le mode`le
Le mode`le standard de syste`me distribue´ M conside´re´ dans la suite est une
structure logicielle et mate´rielle re´partie sur un re´seau asynchrone point a` point
de processus se´quentiels communicants. Tout syste`me distribue´ est compose´ d’un
ensemble de sites relie´s entre eux par un syste`me de communication. Cette struc-
ture est mode´lise´e par un graphe connexe, simple et syme´trique.
Chaque site posse`de une me´moire locale non partage´e de capacite´ borne´e, et
au moins un processeur. Les seules informations e´change´es entre les sites sont des
messages ve´hicule´s par le re´seau. Nous admettrons aussi que chaque site posse`de
un nume´ro d’identification unique le distinguant de tout autre : son identite´.
L’ensemble des identite´s dans M est muni d’un ordre total strict et donc les
identite´s sont, dans ce mode`le, bien distinctes.
Dans un but de ge´ne´ralisation, nous utilisons aussi bien la notion de site que de
processeur, processus, ou encore nœud du graphe des canaux de communication.
Un site e´tant soit un processeur, soit plusieurs, voire un re´seau de communica-
tion local entre machines distinctes. La seule contrainte, et qui d’ailleurs s’ave`re
ge´ne´ralement re´alise´e dans la pratique, est l’existence d’une liaison unique entre
le re´seau (principal) et le site, par areˆte du graphe. Ce site, s’il repre´sente un
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re´seau local, devra distinguer un unique processeur, parmi ceux composant son
re´seau, pour les communications avec « le monde exte´rieur » c’est a` dire. le re´seau
principal.
Nous devons insister sur le fait que dans un tel syste`me distribue´ asynchrone
M, il n’y a pas de me´moire partage´e ni d’horloge globale ce qui entraˆıne l’absence
de toute variable ou e´tat global accessible par les sites a` un instant donne´. Ce
concept d’instant donne´ est inutilisable et meˆme paradoxal au vu de la de´fini-
tion du mode`le asynchrone. Les seuls e´ve´nements perceptibles par un processus
quelconque sont soit produits par le processus lui-meˆme (envoi de message, calcul
local) soit des e´ve´nements ge´ne´re´s par d’autres processus (re´ception de messages).
Nous de´taillons plus loin les hypothe`ses lie´es a` l’asynchronisme de M.
Les messages sont traite´s dans leur ordre d’arrive´e. Si plusieurs messages sont
rec¸us simultane´ment, ils sont traite´s dans un ordre arbitraire ou bien suivant
l’ordre total sur l’identite´ des e´metteurs de ces messages. Dans la suite nous
utilisons indiffe´remment, et tant qu’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´ possible, les termes
de site, processus, processeurs et sommet, pour de´signer les composants de M et
les liens de communications sont aussi appele´s lignes, areˆtes ou encore arcs. Cette
synonymie est rendue possible dans la mesure ou ils se confondent dans l’analyse
des algorithmes distribue´s. Usuellement, deux sommets quelconques relie´s par une
areˆte sont dits voisins.
Nous conside´rons essentiellement des re´seaux de type point a` point, c’est a`
dire ve´rifiant les trois caracte´ristiques suivantes :
– Orientation locale : tout processus est capable de faire la distinction entre
ses portes d’entre´e-sortie. Ceci ne pre´sume en rien de la connaissance des
identite´s des voisins qui sont a priori inconnues. Uniquement dans un but
de simplification du code des algorithmes pre´sente´s, nous associons une
porte d’Entre´e/Sortie avec l’identite´ du voisin correspondant. Notons que la
connaissance re´elle des identite´s des voisins est une connaissance en quelque
sorte globale, elle peut amener une grande diminution du nombre de messages
ne´cessaires a` la re´solution de tous les proble`mes de l’algorithmique distribue´e.
Notons encore que pour obtenir une telle information il faut que chaque areˆte
soit parcourue deux fois donc conduit a` l’e´change de 2m messages.
– Communication sans perte de message : tout message envoye´ a` un voisin
est rec¸u si ni la ligne, ni le re´cepteur ne sont fautifs (tre`s pre´cise´ment exempts
de toute faute) durant la transmission du message.
Rappelons que nous ne pouvons pas pre´voir le de´lai de transmission du mes-
sage, ainsi cette hypothe`se ne fait que stipuler qu’au bout d’un temps fini,
en l’absence de faute, tout message envoye´ est correctement rec¸u.
– Taille borne´e des messages : nous supposons que tout message parcourant
le re´seau G contient au plus tG bits, ou` tG est une constante pre´de´finie du
re´seau. Plus pre´cise´ment, cette taille est en O(f(m, id)) ou en O(f(n, id))
Franck BUTELLE
2.2. L’algorithmique distribue´e 23
(voir O(1) dans certains cas) ou` n est le nombre de sites et m le nombre
de liens. id est la taille, en nombre de bits, de l’identite´ maximum d’un site
de G.
2.2 L’algorithmique distribue´e
Un algorithme distribue´ A sur un syste`me distribue´ M est la suite des tran-
sitions locales a` effectuer se´quentiellement sur chaque processus p de M suivant
la re´ception de tel ou tel message a` partir d’un e´tat de´termine´ de p. A peut eˆtre
conside´re´ comme une collection de processus qui, par e´change d’informations,
e´tablissent un calcul ou plus ge´ne´ralement collaborent vers un but commun tout
en conservant leur autonomie et leur inde´pendance. On peut alors de´finir pre´ci-
se´ment chaque processus par une suite d’e´ve´nements, un ensemble fini d’e´tats et
un ensemble fini de transitions atomiques entre e´ve´nements. Nous sche´matisons
les transitions atomiques de la fac¸on suivante :
〈Qi, Ej〉 −→ 〈Qi+1, Ej+1〉
ou` Qi est le i
e e´tat du processus et Ej une j
e action atomique du processus.
Nous classons les e´ve´nements en trois cate´gories : les e´ve´nement d’envoi, les e´ve´-
nement de re´ception et les e´ve´nements internes. Un e´ve´nement interne ne produit
qu’un changement d’e´tat, un e´ve´nement d’envoi provoque l’envoi d’un message
asynchrone et un e´ve´nement de re´ception donne lieu a` la re´ception d’un message
positionne´ alors dans un tampon. Si le tampon e´tait vide alors cet e´ve´nement est
lie´ a` un e´ve´nement interne : la mise a` jour de l’e´tat local suivant le contenu du
message.
Le concept d’algorithme distribue´ est donc clairement distinct de celui d’algo-
rithme se´quentiel et n’en est pas non plus une variante. Un algorithme distribue´
est fonction essentiellement de notions spe´cifiques aux environnements distribue´s
tels la communication, la causalite´ entre e´ve´nements, la connaissance acquise par
apprentissage etc.
2.3 De´marrage d’un algorithme distribue´
Le syste`me M se comporte selon les re`gles suivantes :
– Un processus est toujours dans l’un des deux e´tats fondamentaux : actif
ou passif.
– Seuls des processus actifs peuvent e´mettre des messages.
– Un processus de´cide de passer de l’e´tat actif a` l’e´tat passif suite a` un
e´ve´nement interne.
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– Un processus passe de l’e´tat passif a` l’e´tat actif uniquement sur re´ception
de message ou suite a` un e´ve´nement exte´rieur.
La dernie`re re`gle exprime la notion de de´marrage : plus pre´cise´ment, dans le
mode`le ge´ne´ral, nous ne formons pas d’hypothe`se particulie`re sur l’identite´ du ou
des sites qui de´marrent l’algorithme. De meˆme nous ne fixons aucune connaissance
sur le nombre de ces sites que l’on qualifie d’initiateurs. L’unique exigence est
qu’au moins un de´marre ; c’est a` dire passe de l’e´tat passif a` l’e´tat actif.
Il n’existe que deux conditions d’e´veils d’un site, la re´ception d’un message
ou un stimulus exte´rieur. Ce dernier repre´sente une intervention de type mise en
circuit ou ordre d’exe´cution que ce soit d’un utilisateur ou bien d’un me´canisme
exte´rieur quelconque.
Nous devons toutefois accepter une autre hypothe`se que l’on retrouve sous-
entendue dans la quasi-totalite´ des algorithmes distribue´s connus sans pour autant
qu’elle soit pre´cise´e syste´matiquement : le de´marrage d’un site consiste a` l’exe´cu-
tion de la premie`re instruction de l’algorithme distribue´. Cette hypothe`se semble
fort naturelle mais elle peut eˆtre discutable surtout lorsque l’on conside`re les pro-
ble`mes de reprise sur panne. On peut consulter a` ce sujet l’article de M. Fischer
et al. [FMRT90].
Avec l’hypothe`se pre´ce´dente, il est clair que l’on pourra distinguer e´veil spon-
tane´ et e´veil par re´ception de message par un simple test sur le tampon de re´cep-
tion.
2.4 Terminaison d’un algorithme distribue´
Avec les re`gles pre´ce´dentes, la terminaison d’un algorithme distribue´ peut sur-
venir suivant deux sche´mas distincts exprimant tous deux la notion de stabilite´
globale. Le premier respecte le sens usuel : l’algorithme termine si tous les proces-
sus passent a` l’e´tat passif et restent passifs et savent que tous les autres finissent
au bout d’un de´lai fini par devenir passifs – on utilise alors le terme de terminai-
son par processus. Cette terminaison est tre`s contraignante et peut eˆtre difficile
a` obtenir.
La terminaison par message se caracte´rise par l’absence de communication —
elle n’implique pas que l’information de fin d’exe´cution de l’algorithme soit connue
de tous les processus. Ce dernier sche´ma de terminaison est celui de certains
algorithmes de routage (voir par exemple A. Segall [Sega83]) : tant que le re´seau
reste stable, l’algorithme de routage ne provoque pas d’e´change de messages de
mise a` jour, c’est a` dire que l’e´tat global du syste`me est stable et reste stable —
autrement dit il s’agit d’une terminaison par de´faut de messages.
Dans une terminaison par processus, il est ne´cessaire qu’un site qui a termine´
l’exe´cution de l’algorithme ne rec¸oive plus de messages ayant un rapport avec cet
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algorithme. Dans le cas contraire, il pourrait alors eˆtre re´veille´ par ce message
et ne pourrait de´terminer si le message fait partie de cet algorithme ou d’une
nouvelle exe´cution.
De nombreux travaux ont e´te´ re´alise´s autour du proble`me de la de´tection de la
terminaison d’algorithmes distribue´s, comme le montre F. Mattern dans [Matt87]
et la the`se de G. Tel [Tel91].
Nous pouvons maintenant re´sumer et pre´ciser les hypothe`ses que nous ferons
sur M.
2.5 Hypothe`ses : re´sume´ et pre´cisions
1. Les communications sont asynchrones non bloquantes - Chaque processus dis-
pose d’un tampon borne´. (Il est possible d’utiliser un re´seau de communication
synchrone a condition de pouvoir exe´cuter plusieurs processus par nœud – voir
par exemple la the`se de M. Bui [Bui89]).
2. Les liaisons sont bidirectionnelles (les messages peuvent se croiser sur une
ligne).
3. Les de´lais de transmission sont finis (mais non borne´s). Lorsque nous cherchons
a` calculer la complexite´ temporelle d’un algorithme, nous nous plac¸ons en fait
dans un mode`le asynchrone a` de´lai borne´.
4. Si des messages arrivent simultane´ment, ils sont pris en compte se´quentielle-
ment.
5. Il n’y a pas de panne de processus.
6. Il n’y a ni perte, ni duplication, ni modification de message.
7. Un sous-ensemble non vide de l’ensemble des processeurs s’e´veille spontane´-
ment.
8. Les messages arrivent en se´quence — les messages ne peuvent se doubler sur
la ligne ; c’est la discipline PAPS : Premier Arrive´, Premier Servi dite aussi FIFO
« First In, First Out » (on peut toujours se ramener a` ce cas par l’ajout d’estam-
pilles, voir l’article de L. Lamport [Lamp78]).
9. Les seules connaissances accessibles pour un processus sont son identite´ et
les portes d’Entre´e/Sortie (distinctes) qui me`nent vers ses voisins (en fait, pour
simplifier l’e´criture des algorithmes, on ne fait pas dans ce travail de distinction
entre la porte qui me`ne vers un voisin et l’identite´ du voisin. Cette simplification
est possible car les algorithmes que nous pre´sentons ont la particularite´ d’eˆtre
insensibles a` cette hypothe`se).
10. Toutes les identite´s des processus sont distinctes.
11. Le graphe repre´sentant le re´seau des processus est connexe.
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L’hypothe`se 1 pose diffe´rents proble`mes, en fait, la plupart des algorithmes
asynchrones ne fixent pas de borne a` la taille des tampons. Malgre´ tout, les
algorithmes que nous allons pre´senter e´changent ge´ne´ralement un nombre fini
borne´ de messages, par conse´quent une borne sur le nombre de messages e´change´s
est aussi une borne pour la taille des tampons.
2.6 E´valuation de la complexite´
Pour comparer deux algorithmes se´quentiels, l’analyse s’appuie sur le calcul du
nombre d’ope´rations e´le´mentaires ne´cessaires a` l’obtention du re´sultat en fonction
de la taille des donne´es. Les ope´rations e´le´mentaires sont souvent les ope´rations
arithme´tiques, les ope´rations d’acce`s a` la me´moire etc. En fait les mesures de
complexite´ des algorithmes sont la mesure de quantite´ de ressources utilise´es. Les
notations utilise´es dans ce me´moire sont les classiques notations de Landau voir
par exemple [FrGS90].
En algorithmique distribue´e, le concept de mesure de quantite´ de ressource
utilise´e est le meˆme et l’on peut re´sumer comme suit les ressources utilise´es par A :
– le temps de calcul local en chaque processus,
– le temps de communication entre processus pour e´changer l’information
ne´cessaire a` l’exe´cution des instructions globales de A ,
– les messages (ou le nombre de bits) e´change´s,
– l’information transmise de processus a` processus, et l’information dispo-
nible sur l’e´tat des processus le long de chaque ligne de communication et en
chaque site,
– l’occupation en me´moire.
Dans un environnement distribue´ asynchrone, l’exe´cution d’un algorithme est
non seulement de´pendante de l’entre´e comme dans un algorithme se´quentiel mais
en plus deux exe´cutions diffe´rentes sur les meˆmes entre´es pourront produire des
re´sultats diffe´rents, donc utiliser des quantite´s de ressources diffe´rentes. Cette der-
nie`re remarque ajoute´e a` la caracte´risation d’une nouvelle ressource essentielle :
la transmission de l’information, explique la difficulte´ de l’analyse des algorithmes
distribue´s en particulier asynchrones.
La complexite´ se mesure suivant deux parame`tres essentiels : la complexite´ en
quantite´ d’information e´change´e (voire en nombre de messages dans certains cas)
et le temps total d’exe´cution de l’algorithme. La quantite´ d’information e´chan-
ge´e se calcule en additionnant le nombre de bits de tous les messages e´change´s.
En premie`re analyse elle est donc fortement lie´e a` la complexite´ en nombre de
messages (multiplie´ par tG la taille maximum d’un message).
La complexite´ en temps d’un algorithme distribue´ A dans le mode`leM est une
mesure paradoxale car le temps lui-meˆme est une notion inutilisable en the´orie
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dans un re´seau asynchrone. Toutefois, il est d’usage de de´finir (uniquement a`
des fins d’analyse) soit une borne maximum sur le de´lai d’acheminement d’un
message, soit une fonction de cette borne et de la taille du message ve´hicule´. Il est
e´vident que cela revient a` plonger l’algorithme dans un milieu asynchrone a` de´lai
borne´ et ceci peut provoquer des effets pervers sur la mesure de ces algorithmes.
En effet, un algorithme synchrone exe´cute´ sur un re´seau synchrone est en ge´ne´ral
plus performant qu’un algorithme asynchrone exe´cute´ sur un re´seau synchrone.
Par ailleurs nous formons l’hypothe`se que les temps de calcul locaux ainsi
que les temps d’attente des messages dans les tampons des sites sont ne´gligeables
face aux couˆts de communication (de´lais de transmission et nombre de messages
transmis).
Dans un re´seau local ou dans une machine paralle`le a` me´moire partage´e vir-
tuelle les de´lais de communication sont tre`s faibles (ou tout du moins tre`s peu
fluctuants, donc borne´s par des fonctions line´aires de la taille des messages ve´hi-
cule´s) par rapport aux temps de calcul local. Notre hypothe`se nous place donc
au contraire dans le cadre de re´seaux non locaux comportant de nombreux sites
ge´ographiquement tre`s disperse´s.
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Conclusion de la premie`re partie
Un des proble`mes les plus explore´ de l’informatique distribue´e est de briser la
syme´trie des processus en donnant a` l’un d’entre eux un privile`ge suivant diffe´-
rentes techniques. Ce sont des algorithmes d’e´lection et d’exclusion mutuelle dans
le sens le plus ge´ne´ral du terme (lecteurs-re´dacteurs, producteur-consommateurs,
exclusion mutuelle simple, etc...).
Le proble`me de l’e´lection et, plus ge´ne´ralement encore, l’e´laboration en com-
mun d’une structure de controˆle couvrant la totalite´ du re´seau jouent un roˆle
essentiel en algorithmique distribue´e. Nous e´tudions des algorithmes de construc-
tion de ces structures dans la deuxie`me partie.
Nous avons pre´cise´ dans cette partie le cadre de notre travail en illustrant des
notions pour la plupart tre`s connues sur la the´orie des graphes et en de´taillant
nos hypothe`ses et nos choix. En particulier, nous avons de´libe´re´ment choisi de ne
nous inte´resser qu’aux algorithmes distribue´s asynchrones disposant d’au moins
une syme´trie de texte. Ce choix est guide´ par la re´alite´ des re´seaux et machines
distribue´es comme nous le montrons dans le chapitre suivant. La syme´trie de texte
permet non seulement une grande souplesse d’utilisation, mais il est inconcevable,
pour pouvoir exe´cuter un seul et meˆme algorithme, de programmer des milliers
de processeurs avec des codes distincts !
D’autre part, ces algorithmes se caracte´risent par leur difficulte´ d’appre´hen-
sion : en effet, le comportement d’algorithmes distribue´s asynchrones ne´cessite a`
la fois une e´tude the´orique longue et difficile, mais aussi de nombreuses exe´cutions
pour ve´ritablement saisir toute la valeur d’un algorithme par rapport a` un autre.
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Introduction a` la construction
distribue´e d’Arbres Couvrants
contraints
Dans la litte´rature de l’algorithmique distribue´e, le proble`me de l’e´lection est
souvent lie´ au proble`me de la construction d’un Arbre Couvrant (note´ AC par
la suite) sur le re´seau. Usuellement, le processus e´lu est la racine de l’AC et est
d’identite´ maximum (ou minimum).
Dans cette partie nous pre´sentons trois de nos algorithmes distribue´s asyn-
chrones de construction d’arbres couvrants contraints sur des graphes quelconques
(connexes toutefois).
Note premier apport concerne un algorithme de construction d’AC de poids
total maximal tre`s rapide, plus pre´cise´ment line´aire en temps de calcul. Plus
encore, cet algorithme est plus rapide que tous les algorithmes line´aires qui l’on
pre´ce´de´.
Notre deuxie`me apport est un algorithme qui construit un Arbre Couvrant de
Diame`tre Minimum, proble`me relativement nouveau en algorithmique distribue´e
et dont l’inte´reˆt re´side dans le gain potentiel que repre´sente cette structure. En
effet, la contrainte de diame`tre minimal minimise dans cette structure les de´lais
de communication entre sites ainsi que les messages. Nous conside´rons le diame`tre
D d’un graphe sous sa forme « value´e », c’est a` dire qui est la somme des poids des
areˆtes du plus long des plus courts chemins. Clairement, si les poids repre´sentent
des de´lais de communications, il existe toujours au moins deux sites du re´seau
qui ne´cessitent au moins D unite´s de temps pour le transfert d’informations d’un
site a` un autre. Si les poids sont tous identiques a` 1 alors il faudra au moins D
messages pour ce meˆme transfert.
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Le dernier chapitre de cette partie concerne la construction d’arbre couvrant
de degre´ minimal. Nous verrons que la complexite´ temporelle d’une telle construc-
tion est NP-difficile, mais qu’il existe un algorithme de re´solution approche´ que
nous avons adapte´ au contexte distribue´, cre´ant ainsi le premier algorithme dis-




Arbre couvrant de poids total
minimal
Dans ce chapitre, nous pre´sentons succinctement un travail re´alise´ avec Le´lia
Blin (actuellement maˆıtresse de confe´rences a` Evry). Pour de plus amples de´tail
voir [BlBu01].
Re´sume´
Nous pre´sentons un nouvel algorithme distribue´ asynchrone de construction
d’un Arbre Couvrant de poids total minimal sur un graphe G = (V,E, ω) value´
(non ne´gativement) quelconque. Notre algorithme est le plus rapide des algo-
rithmes de complexite´ line´aire connus, il calcule l’ACM en |V |/2 unite´s de temps
sans connaissance structurelle pre´alable (taille du graphe, topologie, etc.)
2.1 Introduction
Nous pre´sentons ici de fac¸on succincte un algorithme distribue´ pour la
construction d’un Arbre Couvrant de poids (total) Minimal (que l’on notera par
la suite ACM). Premier cas d’Arbre Couvrant contraint de cette partie.
Ce proble`me est un fondamental pour l’algorithmique distribue´e et a e´te´ parmi
les premiers proble`mes d’Arbre Couvrant a avoir e´te´ e´tudie´. Les arbres sont
une structure essentielle dans de nombreux protocoles de communication, par
exemple la synchronisation d’horloge, la recherche en largeur d’abord et la re´-
solution d’inter-blocages dans des proble`mes d’exclusion mutuelle. Pour diffuser
l’information dans le re´seau, il est avantageux d’utiliser un ACM car l’information
va eˆtre de´livre´e a` chaque nœud avec un couˆt total minimal (si les poids des areˆtes
du graphe de communication repre´sentent le « couˆt » d’utilisation).
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Le proble`me de trouver un initiateur/leader est re´ductible au proble`me de la
recherche d’un AC. Parmi toutes les applications possibles, l’e´lection de leader est
utilise´e par exemple pour remplacer un coordinateur central de´faillant, ou encore
pour trouver un site initial dans un syste`me de fichiers distribue´.
Pour re´sumer, la construction d’un AC ou l’e´lection de leader apparaˆıt comme
une brique essentielle de tout protocole re´seau complexe et est lie´e intime-
ment a` de nombreux proble`mes de calcul distribue´. En effet, nous avons montre´
dans [Bute94] que le proble`me de l’e´lection, de la terminaison distribue´e et de la
recherche d’extremum sont polynomialement re´ductibles a` la recherche d’AC et
inversement.
Ici nous conside´rons le proble`me de la recherche de l’AC de poids minimal,
de´fini comme suit (voir par exemple [Tel94]) : soit G = (V,E, ω) un graphe value´
non ne´gativement. ω(e) repre´sente le poids de l’areˆte e ∈ E (n = |V |,m = |E|).
Le poids d’un AC T de G est e´gal a` la somme des poids des n− 1 areˆtes de T , et
T est alors appele´ un Arbre Couvrant Minimal si aucun autre AC n’a un poids
infe´rieur a` T .
On suppose dans ce qui suit (comme dans [GaHS83]) que chaque areˆte a`
un poids unique, c’est a` dire que des areˆtes distinctes ont des poids diffe´rents.
Dans ce cas, il est e´vident que l’ACM est unique. Cette hypothe`se n’est pas tre`s
contraignante car en fait on peut toujours « cre´er » des poids distincts graˆce au
fait que les identite´s des nœuds sont de´ja` suppose´s distincts (on conside`re alors le
triplet (poids de l’areˆte, extre´mite´ de plus faible identite´, extre´mite´ de plus forte
identite´) et on retrouve une relation d’ordre totale).
Dans un algorithme distribue´, chaque noeud de V est associe´ a` son propre
processeur/site et les sites peuvent communiquer par e´change de messages. Ici
l’objectif est la construction de l’ACM.
2.2 Quelques travaux sur l’Arbre Couvrant
Minimal
Gallager, Humblet et Spira ont introduit en 1983 [GaHS83] les bases d’un
grand nombre d’articles sur le sujet. Citons par exemple [Awer87, ChTi85,
FaMo95, GaKP98, KuPe98]. Tous ces algorithmes calculent l’ACM en se basant
sur la notion de fusion de fragments qui sont des sous-arbres de l’ACM.
A l’initialisation, chaque nœud est un fragment re´duit a` ce seul nœud. Les
nœuds d’un meˆme fragment coope`rent pour trouver l’areˆte sortante de poids
minimal. Lorsque cette areˆte est trouve´e, le fragment est fusionne´ avec le fragment
se trouvant a` l’autre extre´mite´ de l’areˆte. L’algorithme termine lorsqu’il n’y a plus
qu’un seul et unique fragment.
Ces e´tapes de´finissent la technique ge´ne´rale utilise´e pour calculer l’ACM, mais
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les diffe´rences entre les articles re´sident sur l’organisation de la construction a`
chaque e´tape. Par exemple, dans l’article pionnier [GaHS83], les tailles des frag-
ments doivent doubler a` chaque e´tape ce qui introduit un nombre d’e´tapes optimal
mais ge´ne`re des phe´nome`nes d’attente qui peuvent eˆtre geˆnants.
Les algorithmes de [Awer87, ChTi85, FaMo95, GaHS83] cherchent a` obtenir
a` la fois un temps et un nombre de message e´change´s optimaux. Au contraire
[GaKP98] se focalise sur la complexite´ temporelle et ignore les couˆts de com-
munication de leur algorithme. Dans les articles dont le principal inte´reˆt est la
complexite´ temporelle, l’e´conomie de message passe en second, les deux mesures
e´tant en partie corre´le´es. Cependant, obtenir un algorithme rapide est une taˆche
complexe, l’algorithme de [GaKP98] ne´cessite un temps sous-line´aire (c’est a` dire
infe´rieur a` O(n)), mais leur solution apparaˆıt comme artificielle, comme le sou-
ligne [Tel98]. En effet l’article de [GaKP98] est plus une preuve d’existence d’un
algorithme sous-line´aire (mais plus que line´aire si on ne conside`re plus n mais le
diame`tre du re´seau). Dans un graphe quelconque, un parame`tre peut eˆtre plus
re´aliste pour de´crire la complexite´ temporelle est le diame`tre de l’ACM re´sultant.
2.3 Nos re´sultats
Notre algorithme asynchrone est du type recherche de la meilleur complexite´
temporelle tout en conservant un nombre de messages e´change´s raisonnable (de
l’ordre de n2 dans le pire des cas, rappelons que dans un graphe complet il y a
presque n2 areˆtes). Pour un graphe quelconque, le proble`me de la construction
d’un ACM distribue´ requiert au moins O(m+ n log n) messages. La transmission
d’un message sur une areˆte requiert une unite´ de temps. La complexite´ temporelle
de [GaHS83] est en O(n2) et sa complexite´ en nombre de messages e´change´s est
de 2m+ 5n log n.
[Awer87, ChTi85] ont ame´liore´ la complexite´ temporelle (respectivement ' 4n
et n log∗ n), mais pas la complexite´ en nombre de messages e´change´s. Nous pro-
posons un algorithme qui s’exe´cute en n/2 unite´s de temps avec O(n2) messages.
2.4 Description de l’algorithme
L’algorithme pre´sente´ comporte trois e´tapes principales. Nous supposons
qu’un sous-ensemble non vide de sites de´marrent l’algorithme spontane´ment. Les
autres sites s’e´veillent sur re´ception de message.
E´tape initiale
Initialement, chaque site x qui de´marre l’algorithme se conside`re responsable
de son fragment. Un fragment porte cette identite´ initiale. x diffuse ensuite a` tous
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ses voisins imme´diats le message < NoChild > (non fils) excepte´ pour le voisin
se trouvant a` l’autre extre´mite´ de l’areˆte de poids minimum sortante de x pour
lequel il envoie le message < Child > (fils).
A la fin de cette e´tape, chaque nœud connaˆıt qui est son pe`re et ses e´ventuels
fils dans le futur arbre couvrant (mais le sens pe`re-fils pourra changer dans la
suite de l’algorithme). De plus, chaque nœud sait s’il est une feuille de l’arbre ou
non. Notons qu’un fragment peut donc avoir deux « racines », chacune e´tant le
pe`re-fils de l’autre. Ces « racines » seront appele´es par la suite des « Centres de
De´cision » ou CD.
E´tape 2 : re´colte des informations
Dans cette deuxie`me e´tape, chaque feuille envoie la liste (message Data) des
ces areˆtes sortantes avec leurs identite´s vers leurs parents respectifs. Un nœud
interne rec¸oit les informations de ses fils, les fusionne et les fait suivre jusqu’au
CD par son pe`re.
A la fin de cette e´tape, le CD calcule, a` partir des informations rec¸ues l’areˆte
sortante du fragment de poids minimal. Cette areˆte devient l’areˆte de fusion avec
un autre fragment. S’il y a deux CD, ils font le meˆme calcul et donc de´couvrent
dans quelle direction se trouve l’areˆte sortante. Ils de´cident alors qui est celui des
deux qui doit de´marrer l’e´tape de connexion.
La direction dans l’arbre est arbitraire, nous pouvons donc la changer. Si un
nœud rec¸oit des informations de son pe`re et qu’il manque une information d’un
des fils, ce fils peut devenir son nouveau pe`re. L’ide´e est de re´cupe´rer l’informa-
tion sans attendre. Cette ame´lioration diminue la complexite´ temporelle surtout
lorsque l’ACM final est de faible degre´ (au pire il s’agit d’une chaˆıne).
E´tape 3 : connexion
Dans cette dernie`re e´tape, les diffe´rents fragments fusionnent. Quand un CD
trouve l’areˆte sortante de poids minimum, il envoie un message < down > a`
l’extre´mite´ de cette areˆte sortante. Ce message descend dans le fragment par la
branche conduisant a` cette extre´mite´ et est envoye´ sur l’areˆte sortante de poids
minimum.
Quand un nœud rec¸oit ce message d’un fragment qui n’est pas le sien il envoie
un message < up > a` son CD via la suite de ses pe`res. Le CD qui rec¸oit ce message
peut alors calculer la nouvelle areˆte sortante de poids minimum.
Cette e´tape se termine lorsque le fragment est unique, c’est a` dire lorsqu’il n’y
a plus d’areˆte sortante.




2.5.1 Rappel des proprie´te´s de base des ACM
Les proprie´te´s suivantes sont ne´cessaires pour les preuves de correction.
Voir [GaHS83] pour des preuves de´taille´es.
1. Si tous les poids des areˆtes d’un graphe connexe G distincts, alors G a exacte-
ment un ACM.
2. Nous supposons que tous les poids des areˆtes sont distincts. Soit F un fragment
de l’ACM et soit e l’areˆte de poids minimum sortant de F . L’ajout de l’areˆte e
a` F cre´e un nouveau fragment sans cre´ation de cycle. Ce nouveau fragment est
toujours un fragment de l’ACM.
Corollaire 1 Alors, (avec les meˆmes hypothe`ses) pour un fragment F , il n’y a
plus d’areˆte sortante, la construction est termine´e et F est l’ACM.
2.5.2 Complexite´
The´ore`me 2 Le nombre total de messages e´change´s dans le pire des cas pour un
graphe G = (V,E) est 2m+ n
2
8
+O(n) ou` n = |V | et m = |E|.
Preuve : Le pire des cas est atteint lorsque le graphe est un graphe complet et
que l’ACM est re´duit a` une chaˆıne (et ceci est le pire des cas pour tout algorithme
de construction utilisant les areˆtes de l’ACM pour les e´changes d’information).
Calculons le nombre de messages e´change´s durant chaque e´tape. Nous sup-
poserons, pour simplifier l’expose´, que tous les nœuds de´marrent simultane´ment
l’algorithme.
Dans l’e´tape initiale, tous les nœuds envoient les messages < Child > et
< noChild >, donc 2m messages e´change´s. Le nombre de fragments cre´e´s alors
est au plus de bn
2
c, chaque fragment e´tant compose´ d’au moins deux nœuds (cela
peut eˆtre 3 si n est impair).
Ensuite pour l’e´tape de re´colte des informations, nous supposons, pire des cas,
que le nombre de fragments est maximal. Dans ce cas, chaque nœud de chaque
fragment envoie ses informations vers l’autre nœud. Notons que le nombre de
message Data e´change´s peut eˆtre plus grand avec de plus grands fragments mais
il y a un e´quilibre entre le nombre de fragments et leur taille. Dans cette e´tape,
au plus n messages sont e´change´s.
Finalement dans l’e´tape de connexion, nous allons conside´rer des niveaux.
Un niveau peut eˆtre de´fini par le nombre de fragments. Nous allons du niveau
i + 1 au niveau i quand le nombre de fragments est divise´ par 2 (pour simplifier
l’analyse nous alors supposer que n = 2k). Pour aller du niveau i + 1 au niveau
i, les messages < down > doivent traverser leurs fragments et ensuite passer au
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travers des meilleures areˆtes sortantes. Les messages < up > doivent traverser
les fragments pour « chasser » le CD. Par construction et puisque nous nous
inte´ressons au pire des cas, un fragment va absorber tous les autres. Cela donne
un grand nombre de messages < up > plus une oscillation des messages < down >
le long de la chaˆıne de l’ACM. Nous de´finissons le niveau 1 tel qu’il ne reste qu’un
fragment. Donc nous de´marrons au niveau n/2 − 1 avec au plus n/2 fragments
de taille 2. Cela donne Σ
n/2−1






En sommant les e´tapes, on obtient le nombre de messages donne´ dans le
the´ore`me.
Notons que si la croissance des fragments est au contraire bien e´quilibre´e, le
nombre de messages e´change´s est lie´ essentiellement aux messages < down > et
le total est de l’ordre de 2m+ 1
2
n log(n) +O(n). 2
The´ore`me 3 Si tous les nœuds se re´veillent spontane´ment en meˆme temps, la
complexite´ temporelle de cet algorithme est n
2
+O(1).
Preuve : Le pire des cas est le meˆme que dans la preuve pre´ce´dente. La com-
plexite´ temporelle de´coule alors du fait que les messages doivent traverser la chaˆıne
de l’ACM de bout en bout. Quand ils arrivent au milieu, toute l’information a
e´te´ collecte´e et l’algorithme est termine´. 2
2.5.3 Terminaison
Cet algorithme est de type « terminaison par message ». Pour obtenir une
terminaison par processus il est facile d’ajouter un nouveau type de message qui
sera diffuse´ sur l’ACM par le CD a` la fin du calcul. Ceci n’ajoute que n − 1
messages et H(n) unite´s de temps, ou` H(n) est la hauteur de l’ACM.
2.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons pre´sente´ un algorithme distribue´ asynchrone
de construction d’Arbre Couvrant de poids total Minimum. Notre algorithme
propose une solution de calcul de l’ACM en n/2 unite´s de temps avec O(n2)
messages e´change´s (ou` n est le nombre nœuds du graphe). Le nombre total de
messages dans le pire des cas est le´ge`rement supe´rieur aux autres algorithmes,
mais en pratique nos re´sultats sont meilleurs.





Arbre couvrant de diame`tre
minimal
Nous pre´sentons dans ce chapitre un extrait des travaux re´alise´s avec Messieurs
Marc Bui (professeur a` l’Universite´ de Paris 8) et Christian Lavault (professeur
a` l’Universite´ de Paris 13) sur la construction d’Arbres Couvrants de Diame`tre
Minimum et de calcul des plus courts chemins.
Pour plus de de´tails le lecteur inte´resse´ pourra consulter [BuBL04]. Notons
que nous avons aussi propose´ une version avec sites sans identite´s (re´seau dit
anonyme), voir [BuLB95a].
Re´sume´
Nous pre´sentons un nouvel algorithme de construction d’un Arbre Couvrant
de Diame`tre Minimal de fac¸on distribue´e sur un graphe G = (V,E, ω) value´ (non
ne´gativement) quelconque. Comme e´tape interme´diaire, nous pre´sentons, pour la
recherche d’un centre absolu de G, un nouvel algorithme de calcul des plus courts
chemins qui s’exe´cute en temps line´aire. L’algorithme distribue´ re´sultant est asyn-
chrone, il fonctionne pour des re´seaux arbitraires non anonymes et s’exe´cute en
O(V ) unite´s de temps et en O(|V | |E|) pour la complexite´ en nombre de messages
e´change´s.
3.1 Introduction
De nombreux re´seaux de communications requie`rent de leurs sites une diffu-
sion d’information a` tous les autres ne serait ce que pour des besoins de controˆle
du re´seau lui-meˆme. Ceci peut eˆtre fait efficacement en e´mettant les messages
suivant un arbre, couvrant le re´seau de communication. De plus, pour optimiser
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le temps de propagation de l’information sur un arbre couvrant, il faut que son
diame`tre soit minimal.
L’utilisation d’une structure de controˆle couvrant l’ensemble du re´seau est un
proble`me fondamental en syste`mes distribue´s et dans les re´seaux d’interconnexion.
E´tant donne´ un re´seau, un algorithme distribue´ est dit total si et seulement
si tous les nœuds (sites) participent au calcul. Tous les algorithmes distribue´s
totaux sont en complexite´ temporelle en Ω(D), ou` D est le diame`tre du re´seau
(c’est a` dire en termes de nombre de sauts hops, ou suivant le sens e´tendu donne´
par Christophides dans [Chri75], en terme de longueur de chemin, voir en partie
I, le chapitre 1).
Ainsi, ayant un AC de diame`tre minimal sur un re´seau arbitraire, il est possible
de concevoir une grande varie´te´ d’algorithmes distribue´s efficaces.
Pour construire un tel arbre, il est ne´cessaire (en l’e´tat actuel des connais-
sances) de calculer l’ensemble des plus courts chemins pour toute paire de nœuds.
Plusieurs algorithmes distribue´s existent pour re´soudre ce proble`me sous diverses
hypothe`ses. Cependant, nos hypothe`ses de travail sont plus ge´ne´rales que celles
commune´ment utilise´es. Par exemple, nous avons besoin d’un algorithme dispo-
sant d’une terminaison par processus pour des re´seaux value´s en l’absence de
connaissance commune.
3.2 Mode`le, notations et de´finitions
Nous rappelons ici notre mode`le standard : re´seau asynchrone, point a` point,
constitue´ de n sites communicants par m canaux bidirectionnels. Chaque proces-
sus dispose d’une me´moire locale non partage´e et communique par e´change de
messages avec ses voisins imme´diats. Un site peut transmettre et recevoir de plus
d’un site a` la fois.
Le re´seau est un graphe simple, fini, connexe, non oriente´, value´ G = (V,E, ω).
Nous supposons que, pour tout (u, v) ∈ E, ω(u, v) = ω(v, u) et pour simplifier
la notation ω(u, v) = ω(e) repre´sente le poids de l’areˆte e = (u, v). |V | = n,
|E| = m.
Un centre absolu de G est de´fini comme le nœud (pas force´ment unique)
re´alisant l’excentricite´ minimale sur G (voir chapitre 1, partie I).
D = D(G) repre´sente le diame`tre de G, de´fini par D = maxv∈V ecc(v)
(voir [Chri75]), et R = R(G) le rayon de G, de´fini par R = minv∈V ecc(v).
Finalement, Ψ(u) = ΨG(u) ∈ ACCG(u) repre´sente l’Arbre des plus Courts
Chemins (ACC) de G enracine´ en u : (∀v ∈ V ) dΨ(u)(u, v) = d(u, v). Ψ(u) est
choisi de fac¸on unique parmi les arbres de plus courts chemins de G enracine´s
en u. Lorsqu’il y a le choix entre deux chemins de meˆme longueur, nous choisissons
le chemin tel que le deuxie`me nœud rencontre´ soit d’identite´ minimale. Nous
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noterons Ψ = Ψ(G) l’ensemble des ACC de G.
Voir la section 1.3.2 du chapitre 1, partie I, pour quelques proprie´te´s sur les
rayons, diame`tres et centres.
3.3 Le proble`me
Soit un graphe value´ G = (V,E, ω), le proble`me de l’ACDM est de trouver
un arbre couvrant G de diame`tre minimum.
Notons que ce proble`me suppose que G est value´/e´tiquete´ avec des valeurs
non ne´gatives (c.-a`-d., ∀e ∈ E ω(e) ∈ R+). En effet, le proble`me de l’ACDM
est connu pour eˆtre NP-difficile si l’on autorise des cycles de longueur ne´gative
(voir [CaGM80]).
En de´pit du fait que ce proble`me requie`re des poids d’areˆtes non ne´gatifs
re´els, notre algorithme termine par processus. Ceci n’est en ge´ne´ral pas le cas
avec ce type de contraintes. Quand les areˆtes sont suppose´s de poids re´el, une
hypothe`se (supple´mentaire) est souvent ne´cessaire sur la connaissance d’au moins
une borne sur la taille du re´seau (voir par exemple [Awer85c, BeGa92, Lamp82]).
Au contraire, notre algorithme ne ne´cessite aucune « information structurelle »,
qu’elle soit topologique : taille ou borne sur la taille du re´seau, ni sens de la
direction etc.
Les autres hypothe`ses sont celles de´ja` formule´es dans le chapitre 2, partie I.
3.4 E´tat de l’art
Le peu de litte´rature traitant du proble`me d’ACDM est lie´ soit a` des proble`mes
de graphe dans le plan Euclidien (Arbre Couvrant de Diame`tre Ge´ome´trique
Minimum), ou a` la construction de l’arbre de Steiner (voir [HLCW91, IhRW91])
Le proble`me de l’ACDM est clairement une ge´ne´ralisation du proble`me de
l’ACDGM. Le proble`me de l’ACDM en se´quentiel a e´te´ traite´ par quelques auteurs
(voir par exemple [Chri75]).
E´tonnamment, en de´pit de l’importance d’avoir un ACDM dans un syste`me
distribue´ arbitraire, peu d’articles ont traite´ ce proble`me. Le proble`me de main-
tenir un diame`tre faible a toutefois e´te´ traite´ dans [ItRa94], et le proble`me en
distribue´ par [BuBu93b, BuLB95].
3.5 Notre apport
Notre algorithme de construction des Arbres de plus Court Chemins est
une ge´ne´ralisation des algorithmes d’ACC sur des graphes non value´s (ou
value´s avec des poids unitaires). A notre connaissance, notre algorithme de
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construction d’ACDM est aussi le premier qui re´sout ce proble`me de fac¸on
distribue´e [BuBu93b]. L’algorithme ACDM fonctionne sur des topologies arbi-
traires avec des communications asynchrones. Il s’exe´cute avec une complexite´
temporelle en O(n) et une complexite´ en quantite´ d’information e´change´e en
O(nm(log n+ logW )) bits (W est le maximum sur les poids des areˆtes).
Dans la section suivante nous pre´sentons une description succincte de notre
algorithme, ensuite nous verrons son analyse.
3.6 L’algorithme
3.6.1 Description
D’abord, rappelons que le proble`me de l’ACDM sur un graphe value´ est po-
lynomialement re´ductible au proble`me de la recherche d’un centre absolu de G
[BuBL04]. La recherche d’un tel centre peut eˆtre fait en calculant les tables de
routage des ACCs (voir lemme 5).
Voici les e´tapes principales de notre algorithme :
1. Calcul des ACCs de G ;
2. Calcul d’un centre absolu de G
3. Construction de l’ACDM et transmission de cet ACDM a` tous les nœuds du
re´seau G.
Nous allons voir dans la section suivante ce qu’est un centre absolu d’un graphe
et comment l’on peut en de´duire un ACDM. Ensuite nous verrons comment dif-
fuser la connaissance acquise (fin de l’e´tape 3). Enfin nous traiterons l’e´tape 1
par un nouvel algorithme (la proce´dure ACC) en section 3.6.5.
3.6.2 Du centre absolu a` l’ACDM
La de´finition de l’excentricite´ peut eˆtre ge´ne´ralise´e comme suit : nous consi-
de´rons une areˆte (u, v) de poids ω comme un intervalle continu de longueur ω,
et pour tout 0 < α < ω nous autorisons l’insertion d’un « nœud artificiel » γ et
remplac¸ons l’areˆte (u, v) par les areˆtes : (u, γ) et (γ, v) de poids respectivement
α et ω − α.
Suivant la de´finition, l’excentricite´ ecc(γ) d’un nœud ge´ne´ralise´ γ (c’est a` dire
soit un vrai nœud de V soit un nœud artificiel) est clairement de´finie par ecc(γ) =
max
z∈V
d(γ, z). Un nœud γ∗ tel que ecc(γ∗) = minγ ecc(γ) est appele´ centre absolu
du graphe. Rappelons que γ∗ existe toujours dans un graphe connexe et qu’il n’est






















ACDM T ∗ de G
γ∗ : centre absolu de G
Figure 3.1 : Exemple d’ACDM T ∗ (D(G) = 22 et D(T ∗) = 27). Notons que T ∗
est ni un Arbre des plus Courts Chemins, ni un arbre couvrant de poids total
minimum.
De meˆme, la de´finition de Ψ(u) est aussi ge´ne´ralise´e pour prendre en compte
les nœuds artificiels. Chercher un ACDM ce re´duit alors a` chercher un centre
absolu γ∗ de G : l’ACC enracine´ en γ∗ est un ACDM de G. C’est le propos du
lemme suivant :
Lemme 4 [CaGM80] E´tant donne´ un graphe value´ G, le proble`me de l’ACDM
sur G est (polynomialement) re´ductible au proble`me de la recherche d’un centre
absolu de G.
3.6.3 Calcul d’un centre absolu d’un graphe
L’ide´e du calcul des p-centres absolus a e´te´ introduite par Hakimi, voir par
exemple [HaPS78]. Ici nous nous inte´ressons au cas ou` p = 1. Suivant les re´sultats
de [Chri75], nous avons besoin du lemme suivant (dite me´thode de Hakimi) pour
chercher un centre absolu de G.
Lemme 5 Soit G = (V,E, ω) un graphe value´. Pour chaque areˆte e ∈ E, soit γe
l’ensemble de tous les nœuds ge´ne´ralise´s de G d’excentricite´ minimale pour e.




un centre absolu. Trouver un centre absolu de G est donc calculable en temps
polynomial.
Preuve : (La preuve est constructive)
(i) Pour tout areˆte e = (u, v), soit α = d(u, γ). Puisque la distance d(γ, z) est la
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longueur d’un chemin [γ, u, . . . , z] ou d’un chemin [γ, v, . . . , z],
ecc(γ) = max
z∈V
d(γ, z) = max
z∈V
min(α + d(u, z), ω(u, v)− α + d(v, z)). (3.1)
Si nous trac¸ons f+z (α) = α + d(u, z) et f
−
z (α) = −α + ω(u, v) + d(v, z) en




f−z0(α) (se´pare´ment de´pendantes de α dans l’intervalle [0, ω(e)]) sont repre´sente´es
par deux segments (S1)z0 et (S−1)z0 , de pente +1 and −1, respectivement. Pour
un z = z0 fixe´, le plus petit des deux termes f
+
z0
(α) et f−z0(α) dans (3.1) de´fini une
fonction line´aire par morceaux fz0(α) compose´e de (S1)z0 et (S−1)z0 .
Soit Be(α) la borne supe´rieure (α ∈ [0, ω(e)]) de tous les fz(α) (∀z ∈ V ). Be(α)
est une courbe forme´e de segments line´aires, qui passent par plusieurs minimums
locaux. (voir Figure 3.2). Un point γ re´alisant le minimum global de Be(α) est
un centre absolu γ∗e de l’areˆte e.
(ii) De par la de´finition de γ∗e , minγ ecc(γ) = minγ∗e s(γ
∗
e ) ; et γ
∗ re´alise l’ex-
centricite´ minimale. Donc, un centre absolu γ∗ du graphe est trouve´ en tout point






















f+i (α) = α + ai
f−i (α) = ω(u, v)− α + bi
Figure 3.2 : Exemple de borne supe´rieure Be(α)
De la vision ge´ome´trique a` l’algorithme
Par le lemme 5, nous pouvons conside´rer cette me´thode d’un point de vue
algorithmique :
Pour chaque e = (u, v) ∈ E, soit
Ce = {(d1, d2) | (∀z ∈ V ) d1 = d(u, z) et d2 = d(v, z)}.
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Une paire (d1’, d2’) domine une paire (d1, d2) ssi d1 ≤ d1’ et d2 ≤ d2’ ; plus
pre´cise´ment, la fonction fz′(α) de´finie par (d1’, d2’) est au dessus de fz(α) de´finie
par (d1, d2). Toute paire domine´e par une autre sera ignore´e. Les minimums locaux
de la borne supe´rieure Be(α) (nume´rote´s de 1 a` 3 dans la Figure 3.2) sont a`
l’intersection des segments f−i (α) et f
+
i+1(α), quand toutes les paires domine´es sont
retire´es. Le tri dans l’ordre descendant l’ensemble Ce par rapport au premier terme
de chaque paire restante (d1, d2), donne la liste Le = ((a1, b1), . . . , (a|Le|, b|Le|))
constitue´e de toutes les paires dominantes. Alors, le plus petit minimum local de
Be(α), pour une areˆte e donne´e fournit un centre absolu γ
∗
e par rapport a` cette
areˆte.
Par le Lemme 5, une fois que tous les γ∗e sont calcule´s, nous pouvons obtenir
un centre absolu γ∗ du graphe G. Finalement, par le Lemme 4, trouver un ACDM
de G se re´duit au proble`me du calcul de γ∗.
3.6.4 Construction et diffusion de la connaissance d’un
ACDM
A la fin du protocole ACC, tous les nœuds ont connaissance du nœud umin
avec la plus petite identite´ et d’un plus court chemin dans G qui me`ne vers lui.
Maintenant conside´rons la collection de chemins [u, . . . , umin] (calcule´s par
ACC). Cette collection forme un arbre enracine´ en umin et puisqu’il s’agit d’un
ACC de G, cette information est e´change´e « optimalement » sur l’ACC Ψ(umin) 1.
Ainsi, le nombre de messages ne´cessaire a` la recherche d’un extremum sur
l’arbre Ψ(umin) est au plus en O(n) (avec des messages de longueur en O(log n+
logW )).
Lorsque le calcul d’un centre absolu γ∗ de G est re´alise´, l’extre´mite´ d’identite´
minimale de l’areˆte portant γ∗ e´met un message vers umin portant l’identite´ de γ∗.
Sur re´ception de ce message, umin diffuse cette information sur l’arbre Ψ(umin)
(ajoutant ainsi le meˆme couˆt en termes de temps et de messages e´change´s).
Finalement, chaque nœud de G connaˆıt alors un chemin vers γ∗, et l’ACDM est
virtuellement construit de par l’ensemble des connaissances des sites. Le lecteur
inte´resse´ pourra consulter l’algorithme de´taille´ dans [BuBL04].
Nous allons pre´senter maintenant la proce´dure ACC.
1. Sur Ψ(umin), cette information est transmise « optimalement » en terme de temps et de
messages, dans le sens que chaque poids areˆte peut eˆtre conside´re´e comme le de´lai de transmis-
sion d’un message sur un canal.
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3.6.5 Algorithme des plus courts chemins (protocole
ACC)
En section 3.6.3, nous conside´rons les distances d(u, z) et d(v, z), pour tout
z ∈ V et pour toute areˆte e = (u, v) ∈ E. Ces distances doivent eˆtre calcule´es par
un algorithme de routage distribue´ (avec terminaison par processus) ; le protocole
ACC est conc¸u a` cette fin.
Notre algorithme est base´ sur l’algorithme Netchange (voir sa preuve
dans [Lamp82]), l’algorithme de Bellman-Ford [BeGa92] et le synchroniseur α
de´crit dans [Awer85c]. Ces trois algorithmes terminent « proprement » (termi-
naison par processus) si et seulement si une borne supe´rieure sur n est connue.
Cependant, une terminaison par processus peut eˆtre obtenue sans aucune connais-
sance supple´mentaire en utilisant la technique de´crite dans [ChVe90]. Nous allons
maintenant de´crire succinctement l’algorithme (du point de vue d’un site u, dont
l’identite´ est idu).
Le protocole ACC est divise´ en phases apre`s une e´tape d’initialisation des
variables. Les variables utilise´es sont les suivantes : le site se´lectionne´ fixe´ ini-
tialement a` idu, la distance a` ce site fixe´e ici a` 0, les autres distances estime´es
(tables de routage) sont initialise´es a` +∞ et l’ensemble Updatenodes initialise´ a` ∅.
Ensuite chaque phase de l’algorithme est constitue´es de trois e´tapes comme suit :
E´tape 1. E´mission a` tous les voisins imme´diats de l’identite´ du site se´lec-
tionne´ avec sa distance a` u.
E´tape 2. Attente de re´ception du meˆme nombre de message que le nombre
d’envois de l’e´tape 1. moins le nombre de voisins inactifs (voir paragraphe
suivant). Sur re´ception d’un message, mise a` jour des tables de routage. Si
l’estimation d’une distance a` un site change, ajouter ce site a` l’ensemble Up-
datenodes . Si un message 〈Inactif〉 est rec¸u d’un voisin, le marquer inactif .
Lorsque le nombre de messages attendu est atteint, de´marrer l’e´tape 3.
E´tape 3. Choisir un site actif de l’ensemble Updatenodes de distance a` u
minimale et aller a` l’e´tape 1. S’il n’existe pas un tel site, envoyer un message
〈Inactif〉 a` tous les voisins actifs et devenir inactif.
Nous avons besoin de quelques re`gles pour que l’algorithme termine par pro-
cessus.
1. Un et un seul message 〈Inactif〉 est e´mis de u a` un voisin v et ce message est
le dernier du protocole ACC de u a` v.
2. (de la re`gle pre´ce´dente) Un site termine uniquement quand deux messages
〈Inactif〉 sont e´mis (chacune dans un sens) pour toutes ses areˆtes adjacentes.





Pour l’analyse de complexite´, soit W ∈ R+ le poids de l’areˆte de poids maxi-
mum dans E : le nombre de bits pour coder W en binaire est dlog2W e. Donc
envoyer dans un message le poids d’une areˆte couˆte O(logW ) bits. Les preuves
sont disponibles dans [BuBL04].
Lemme 6 Le protocole ACC termine par processus. Il s’exe´cute en O(n) unite´
de temps et e´change de l’ordre de O(nm) messages pour le calcul des tables de
routage en chaque nœud de G. La taille des messages e´change´s est au plus en
O(log n+ log(nW )).
The´ore`me 4 L’algorithme ACDM re´sout le proble`me de l’ACDM pour tout
graphe/re´seau value´ positivement, asynchrone en O(n) unite´s de temps. Sa com-
plexite´ en quantite´ d’information e´change´e est en O(nm(log n + log(nW ))) bits,
et sa complexite´ spatiale est en au plus O(n(log n+ log(nW ))) bits (pour chaque
nœud). Le nombre de bits utilise´s pour l’identite´ d’un nœud est O(log n), et le
poids d’un chemin ayant ce nœud pour extre´mite´ est O(log nW ).
La preuve de´coule du lemme pre´ce´dent et des remarques faites sur la construc-
tion de l’arbre.
3.8 Conclusion
Sur tout graphe connexe positivement value´ G, notre algorithme construit un
ACDM sur G et re´partit la structure de controˆle sur le re´seau G. Cet algorithme
est nouveau, simple et naturel. Il est aussi efficace en temps et en messages : ses
mesures de complexite´ O(n) et O(nm) respectivement, sont, en un certain sens,
a peu pre`s les meilleures possibles (bien que non optimales) en distribue´. Nous
avons par ailleurs de´crit, comme proce´dure initiale, un nouvel algorithme de calcul
des plus courts chemins sans aucune connaissance structurelle sur le graphe et
terminant par processus avec une tre`s bonne complexite´ temporelle (2m messages
e´change´s).
La complexite´ spatiale de l’algorithme de construction d’ACDM peut paraˆıtre
non satisfaisante. Ceci est en fait une conse´quence de nos hypothe`ses tre`s ge´ne´-
rales, en particulier l’hypothe`se de construction de tables de routage comple`tes sur
un re´seau arbitraire. Notre algorithme ne´cessite en tout O(n2(log n + log(nW )))
bits pour stocker ces tables. Ceci e´tant dit, il a e´te´ montre´ que tout sche´ma de
routage raisonnable requie`re au moins Ω(n2) bits [FrGa95]. Ceci n’est finalement
qu’a` un facteur logarithmique pre`s la complexite´ spatiale de notre algorithme.
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Arbre couvrant de degre´ minimal
Nous pre´sentons dans ce chapitre un extrait d’un travail re´alise´ avec Le´lia Blin
(actuellement maˆıtresse de confe´rences a` Evry) [BlBu04].
Re´sume´
Dans cette article nous pre´sentons le premier algorithme distribue´ sur
graphe quelconque pour le proble`me de l’Arbre Couvrant de Degre´ Minimal. La
contrainte de degre´ minimal traduit un besoin en termes d’e´quipement d’inter-
connexion (e´viter leur surcharge, limiter leur taille en nombre de ports etc.).
Le proble`me est NP-difficile en se´quentiel. Notre algorithme trouve un arbre
couvrant dont le degre´ est a` au plus 1 de l’optimal.
L’algorithme distribue´ re´sultant est asynchrone, il fonctionne pour des re´seaux
quelconques non anonymes et s’exe´cute en O(|V |) unite´s de temps et ne´cessite au
plus O(|V | |E|) messages.
4.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous portons notre attention sur le proble`me de la construc-
tion d’un Arbre Couvrant de Degre´ Minimum Approche´ que nous noterons AC-
DegM pour le diffe´rentier du proble`me du chapitre pre´ce´dent.
Nous avons de´ja` e´voque´ l’inte´reˆt de la construction d’un arbre couvrant, la
particularite´ de celui-ci vient de l’observation pratique de l’activite´ d’un algo-
rithme distribue´ ou de tout protocole re´seau en ge´ne´ral. Si le degre´ d’un nœud
est important cela peut une entraˆıner une surcharge locale (goulot d’e´trangle-
ment) De meˆme, si, lors d’une diffusion par exemple, on veut limiter la quantite´
de travail par nœud, son degre´ doit eˆtre minimum. Le proble`me peut aussi eˆtre
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d’ordre e´conomique : des e´le´ments d’interconnexion de faible taille (nombre de
ports d’entre´e/sortie) sont souvent moins chers et plus faciles a` remplacer.
4.1.1 Le proble`me
Dans cet article nous conside´rons le proble`me de la recherche d’un ACDegM.
Soit G = (V,E) un graphe avec n = |V | nœuds/sites et m = |E| areˆtes/liens
de communication. Un Arbre Couvrant T = (V,ET ) de G est un arbre tel que
ET ⊂ E. Parmi tous les AC de G, nous cherchons un de degre´ minimal (le degre´
d’un graphe est e´gal au degre´ maximum de ces nœuds). Ce proble`me a e´te´ prouve´
comme e´tant NP-difficile car ge´ne´ralisation du proble`me de la recherche d’un
chemin hamiltonien [GaJo79]. Nous chercherons donc un algorithme distribue´
approche´.
4.1.2 E´tat de l’art
Le proble`me du ACDegM a de´ja` e´te´ e´tudie´ mais essentiellement d’un point de
vue se´quentiel. A notre connaissance, il y a uniquement un article sur ce proble`me
en distribue´ : il s’agit de [KoMZ87] qui traite ce proble`me sur un graphe complet.
Ils montrent que tout algorithme qui construit un arbre couvrant de degre´ au plus




En se´quentiel, [FuRa92] propose une heuristique pour l’ACDegM dont le de-
gre´ est a` 1 pre`s de l’optimal. Leur travail part d’un AC quelconque puis leur
algorithme ame´liore l’arbre (du point de vue de son degre´) par e´change d’areˆtes.
Ils montrent que la meilleure borne atteignable, en temps polynomial, est
le degre´ optimal plus 1. Leur heuristique est simple, elle utilise un proprie´te´
locale d’optimalite´ : aucune areˆte (n’appartenant pas a` l’AC) ne doit permettre
de re´duire le degre´ maximal des nœuds sur le cycle induit par cette areˆte.
Dans ce chapitre, nous pre´sentons un algorithme distribue´ base´ sur les ide´es
de [FuRa92]. Au de´part, nous avons besoin d’un AC. Pour construire un tel arbre,
de nombreux algorithmes existent tels ceux construisant un AC de poids total
minimal [GaHS83, Awer87, ChTi85, FaMo95, GaKP98, BlBu01].
La complexite´ de notre algorithme est fonction du degre´ initial k du premier
AC et du degre´ k∗ de son AC, localement optimal, correspondant. Nous obtenons
un algorithme en O((k − k∗)m) messages et O((k − k∗)n) unite´s de temps. Ces
re´sultats montrent que nous ne sommes pas tre`s e´loigne´s de l’optimal [KoMZ87].
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4.2 Notre algorithme
4.2.1 Me´thode
Nous allons de´crire la me´thode que nous utilisons pour construire un ACDegM.
Nous supposons qu’un AC a de´ja` e´te´ construit et par ailleurs la plupart des
algorithmes de construction d’AC fournissent en meˆme temps la racine de cet
arbre et une orientation virtuelle (pe`re-fils) des areˆtes de cet arbre.
Notre algorithme est une boucle qui comporte les e´tapes suivantes (l’ensemble
des e´tapes qui constituent cette boucle sera appele´e une ite´ration) :
SearchDegree Chercher le nœud de l’AC de degre´ maximum k et d’identite´
minimale. Soit p ce nœud. Par la suite, pour simplifier la description de la
me´thode, supposons que p est le seul nœud de degre´ k.
MoveRoot De´placer la racine de l’abre vers p.
Cut Couper virtuellement les fils x de p dans l’AC. Chaque x est maintenant
la racine d’un sous-arbre appele´ fragment.
BFS Chaque x de´marre un parcours en largeur d’abord (Breadth First
Search) (ou vague BFS) jusqu’au areˆtes sortantes du fragment. Une fois la
vague revenue, x envoie a` p sa meilleure areˆte sortante.
Choose p choisit une areˆte sortante pour faire un e´change d’areˆtes. Ce
faisant, il diminue son degre´ k (voir Figure 4.1).
L’algorithme exe´cute les e´tapes pre´ce´dentes jusqu’a` ce qu’aucune ame´lioration
ne puisse eˆtre trouve´e ou que k = 2 (l’arbre est alors une chaˆıne).
Lorsqu’il y a plus d’un nœud de degre´ k, ces nœuds se comportent comme des
racines excepte´ qu’ils doivent envoye´ un message vers la vraie racine de l’arbre,
seule habilite´e a` faire le choix de l’areˆte sortante.
4.2.2 Description de´taille´e de l’algorithme
Nous supposons un AC de´ja` construit par un algorithme disposant d’une ter-
minaison par processus.
Nous allons de´crire chaque e´tape de l’algorithme du point de vue d’un nœud x.
SearchDegree
Chaque nœud coope`re a` la recherche du nœud de degre´ maximum dans l’AC.
A la fin de cette e´tape, la racine de l’AC est informe´e du degre´ maximum de l’AC.
– Chaque feuille x de l’AC e´met un message avec son degre´ (1 donc) vers
son pe`re.
– Chaque nœud x recevant les degre´s de tous ces fils conserve celui de degre´
maximal k. Il le compare aussi a` son propre degre´. Si deux nœuds, ou plus,
ont le degre´ k alors x choisit celui d’identite´ minimale y (x peut eˆtre e´gal a` y).
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Figure 4.1 : Re´duction du degre´ maximal de l’AC
Ensuite, x envoie le degre´ maximal et y a` son pe`re (tout en les conservant
en me´moire).
– Ce processus est re´pe´te´ jusqu’a` ce que les messages arrivent a` la racine de
l’arbre. La racine choisit de meˆme entre les identite´s et degre´s rec¸us.
MoveRoot
La racine est de´place´e vers le nœud de degre´ maximal p (et d’identite´ mini-
male). Durant ce de´placement, le chemin est « retourne´ » (voir la notion classique
de Path Reversal par exemple dans [Lavau95]). A la fin de cette e´tape, la nouvelle
racine est p.
Cut
Dans cette e´tape, la racine p coupe virtuellement les liens vers ses fils dans le
but de diminuer son degre´. Le message est simplement < cut, k, p >.
BFS
Chaque nœud x recevant le message pre´ce´dent, de´marre une vague BFS sur
ses fils par un message < BFS, k, p, x >. Dans la figure 4.2, les fle`ches en pointille´
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repre´sentent des messages BFS qui se croisent, signe que la vague a rencontre´ une
areˆte interne au fragment mais non incluse dans l’AC.
Figure 4.2 : Vague BFS
proce´dure BFS
– Un nœud x recevant un message < BFS, k, p, p′ > de son pe`re, note son
identite´ de fragment (p, p′) et ensuite diffuse ce message a` tous ses voisins
excepte´ son pe`re. Si des re´ponses sont en attente d’e´mission, les re´ponses sont
envoye´es suivant les re`gles suivantes :
– Lorsqu’un nœud x rec¸oit un message < BFS, k, r, r′ > d’un voisin y (il
ne peut venir d’un fils) Trois cas sont possibles :
1. x n’a pas de´ja` e´te´ touche´ par une vague BFS de son pe`re alors la re´ponse
doit attendre que x apprenne son identite´ de fragment.
2. x a de´ja` rec¸u le message < BFS, k, p, p′ > de son pe`re et (r, r′) < (p, p′)
(c’est a` dire r < p ou (p = r et r′ < p′)). Dans ce cas, x peut re´pondre imme´-
diatement a` y par un message < BFSBack, r, r′, deg(x), () > (les parenthe`ses
vides de la fin du message sont utilise´es pour porter une identification d’areˆte
potentiellement inte´ressante de fils a` pe`re).
3. x a de´ja` rec¸u le message < BFS, k, p, p′ > de son pe`re mais (r, r′) > (p, p′).
Dans ce cas, x e´mettra ou a de´ja` e´mis un message de type BFS a` y et alors
il peut ignorer celui-la`.
proce´dure BFS-Back
– Lorsqu’un nœud x rec¸oit une re´ponse de tous ses voisins :
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– x choisit une areˆte sortante parmi les areˆtes re´colte´es dans les messages
« BFSBack » (une par message). Ces areˆtes sont susceptibles de diminuer
le degre´ de p. Remarquons que les nœuds de degre´ k − 1 ne peuvent eˆtre
pris en compte car ils ne permettraient pas la diminution du degre´ de l’AC.
– x e´met un message « BFS-Back » avec l’areˆte choisie (parfois aucune)
a` son pe`re (voir la figure 4.2, les fleˆches en gras repre´sentent le message
BFS-Back)
– Cette proce´dure est re´pe´te´e jusqu’a` revenir au nœud initiateur de la vague
BFS.
– Ce nœud e´met un message a` p avec l’areˆte choisie.
Choose
S’il n’y a plus d’areˆte sortante candidate, c’est que la construction est termine´e
et que le degre´ de l’arbre est (localement) minimal. Dans le cas contraire, p choisit
une areˆte parmi celles re´cupe´re´es dans l’e´tape pre´ce´dente. Le fils qui lui a envoye´
la meilleur areˆte sortante est alors supprime´ de la liste de ses fils et la meilleure
areˆte sortante est ajoute´e a` l’arbre pour relier les deux sous-arbres.
Plus d’un nœud de degre´ maximum
L’AC peut inclure plus d’un nœud de degre´ maximum k. Dans ce cas, lorsque
la vague BFS rencontre un de ces nœuds x, il se comporte alors comme une racine.
A la fin d’une boucle, ce nœud peut se trouver dans un des deux cas suivants :
– Il existe aucune areˆte sortante. Cela signifie que le degre´ maximum de cet
AC ne peut eˆtre ame´liore´, ce nœud e´met un message « stop » a` ses parents.
Ce message est propage´ jusqu’a` la vraie racine.
– Sinon, il existe deux types d’areˆtes sortantes, la premie`re relie deux e´le´-
ments du sous-arbre issu de x et la seconde relie deux sous-arbres de racines
diffe´rentes x et y (il faut alors faire attention de ne pas choisir cette areˆte
par ces deux noeuds de degre´ k). Dans le cas de deux racines diffe´rentes
(donc avec des identite´s de fragments diffe´rents), on choisit celle d’identite´
infe´rieur : elle aura le droit de proposer cette areˆte pour l’e´change.
La racine d’identite´ supe´rieure peut aussi profiter de la connaissance d’une
e´ventuelle deuxie`me meilleure areˆte sortante e′ si elle existe.
Un message « update » est e´mis vers le fils qui ame´liore le sous-arbre et le
message « BFS-Back, e » est envoye´ a` son pe`re. e est soit l’areˆte sortante
dans le cas du premier type ou si x est d’identite´ infe´rieure a` y. Si x est





Dans [FuRa92], le proble`me a e´te´ traite´ en se´quentiel et leur principal re´sultat
est e´nonce´ dans le the´ore`me suivant :
The´ore`me 5 Soit T un AC de degre´ k d’un graphe G. Soit ∆∗ le degre´ d’un
AC de degre´ minimum. Soit S l’ensemble des nœuds de degre´ k. Soit B un sous-
ensemble arbitraire des nœuds de degre´ k− 1 dans T . S ∪B supprime´ du graphe,
casse l’arbre T en une foreˆt F . Supposons que G satisfasse la condition telle qu’il
n’y a pas d’areˆtes entre les arbres de F . Alors k ≤ ∆∗ + 1.
Lorsqu’il n’y a pas d’areˆtes entre les arbres de F , l’arbre T trouve´ a` ce point
de l’algorithme est appele´ un Arbre Localement Optimal.
La preuve de notre algorithme de´coule de ce the´ore`me : la vague BFS, de´mar-
re´e depuis les voisins de chaque nœud de degre´ k, trouve toutes les areˆtes entre
les arbres de F . Les areˆtes sortantes des nœuds de degre´ k − 1 sont simplement
ignore´es.
4.3.1 Analyse de Complexite´
Dans cet algorithme tous les messages sont de taille en O(log n) ou` n le nombre
de nœuds (au plus 4 identite´s par message).
Une des de´finitions classique de la complexite´ temporelle est la longueur de
la plus longue chaˆıne de de´pendance causale. Cette de´finition signifie que chaque
transmission de message est au plus e´gale a` une unite´ de temps.
Nous allons d’abord calculer, e´tape par e´tape, le nombre de messages e´change´s.
SearchDegree Puisque nous avons de´ja` un AC, nous l’utilisons pour la
recherche donc seulement n− 1 messages sont ne´cessaires.
MoveRoot Au plus n − 1 messages sont utilise´s pour de´placer la racine
(dans le pire des cas le ST est une chaˆıne).
Cut Nous allons l’inclure pour le calcul avec l’e´tape suivante.
BFS Une vague BFS doit couvrir l’ensemble du graphe. Chaque areˆtes verra
passer au plus deux messages : un pour le BFS (ou CUT) et un pour le BFS-
Back (voir la figure 4.2). Donc dans cette e´tape (cumule´e a` la pre´ce´dente) au
plus 2m messages sont e´mis.
Choose p dois envoyer un message vers une des extre´mite´s de l’areˆte sor-
tante choisie. Au plus n − 1 messages sont utilise´s pour tous les nœuds de
degre´ maximal.
En tout, O(m + n) = O(m) messages sont e´mis durant une boucle avec une
complexite´ temporelle en O(n).
Le nombre d’ite´rations de´pends du degre´ de l’AC initial, soit k ce degre´ et
soit k∗ le degre´ de son Arbre Localement Optimal (ALO) correspondant. Il y a
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k − k∗ + 1 boucles. La valeur maximale de k est e´gale a` n − 1 (lorsque l’AC
est une e´toile) et la valeur minimale de k∗ est 2 (l’ALO est une chaˆıne). Ceci
donne dans le pire des cas O(mn) messages e´change´s. Dans les perspectives de
recherche, nous pouvons tenter de changer un peu l’algorithme de construction
de l’AC initial pour obtenir (par heuristique) une valeur de k pas trop e´loigne´e
de k∗.
4.4 Conclusion
Nous avons pre´sente´ dans ce chapitre le premier algorithme approche´, distri-
bue´, de construction d’un ACDegM et qui fonctionne sur un graphe quelconque.
Il utilise la construction d’un AC comme e´tape initiale et e´change un nombre
de messages qui est relativement raisonnable. En effet, il ne´cessite O(mn) mes-








Conclusion de la deuxie`me partie
Dans cette partie, nous avons conside´re´ trois types de contraintes pour la
construction d’arbres couvrants : poids total minimal, diame`tre minimal et de-
gre´ minimal. Pour chacune de ces contraintes, nous avons propose´ un algorithme
distribue´ asynchrone permettant de re´soudre ces proble`mes sur des graphes quel-
conques.
Chacun de ces algorithmes a fait l’objet de publications internationales.
Les algorithmes de construction d’arbre couvrant de diame`tre minimal et de
degre´ minimal sont des algorithmes pionniers dans ce domaine de recherche. Les
complexite´s temporelles et en nombre de messages e´change´s sont proches de l’op-
timal pour un au moins de ces parame`tres.
Notons que le cumul des contraintes pre´ce´dentes est envisageable par algo-
rithme d’approximation, notamment, le proble`me de l’AC de degre´ minimal et de
poids total minimal a e´te´ traite´ tre`s re´cemment par [LaVa07].
Divers de´veloppement sont encore possibles, la prise en compte des pannes
par exemple.
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Les applications modernes sont de plus en plus exigeantes en termes de temps
de calcul, que l’on e´voque les calculs de pre´diction me´te´orologique ou autre simu-
lation nume´rique d’importance. Ces calculs ont pousse´ les chercheurs a` paralle´liser
les programmes et les donne´es pour re´partir la charge sur les moyens de calcul.
L’exploitation du paralle´lisme entraˆıne de multiples difficulte´s de gestion. Une
repre´sentation classique des applications paralle`les (ou paralle´lise´es) est faite en
taˆches (entite´s e´le´mentaires) inde´pendantes ou en graphes de de´pendances de
taˆches ou` l’on repre´sente le fait qu’une taˆche ne peut eˆtre exe´cute´e qu’apre`s la
terminaison de ses taˆches pre´de´cesseurs dans le graphe. Tre`s ge´ne´ralement, l’or-
donnancement et le placement des taˆches composant ces applications paralle`les
sur une architecture mate´rielle sont souvent envisage´s que d’un point de vue cen-
tralise´ (meˆme dans les architectures et technologies de type grille).
Dans un contexte re´aliste, l’architecture mate´rielle n’est meˆme pas force´ment
re´gulie`re ni de taille connue. Nous allons tenter de nous approcher le plus possible
de cette situation en distribuant l’ordonnanceur.
Cette partie est divise´e en trois chapitres. Le premier de´crit le contexte et la
proble´matique de l’ordonnancement, ses caracte´ristiques, de´finitions et notations
tout en pre´cisant quel est notre cadre de travail.
Le deuxie`me chapitre traire de l’ordonnancement distribue´ de taˆches inde´pen-
dantes. nous montrons que les techniques classiques de l’ordonnancement se´quen-
tiel peuvent eˆtre applique´es moyennant quelques ame´nagements. Nous proposons
de plus dans ce chapitre une nouvelle heuristique d’ordonnancement de taˆches a`
arrive´es sporadiques comple`tement distribue´e sur un re´seau quelconque.
Le troisie`me chapitre de cette partie concerne l’ordonnancement distribue´ de
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taˆches avec graphe de de´pendances value´ par les dure´es des communications inter-
taˆches. Nous pre´sentons dans ce chapitre un nouvel algorithme qui fonctionne sur
un graphe quelconque de taille arbitrairement grande avec des arrive´es spora-
diques de graphes de taˆches.
1.1 Contexte et motivations de
l’ordonnancement distribue´
Pour les calculs intensifs que nous avons de´ja` e´voque´s, les architectures et
technologies en grille sont tre`s en vogue, elles sont base´es sur une connaissance
a priori des besoins, ce qui permet de ge´rer ces besoins par des me´canismes de
re´servations (en terme de temps et de nombre de processeurs) et priorite´s. Dans
un contexte de re´servations des besoins, il est e´vident alors qu’une structure avec
gestion centralise´e est plus simple a` mettre en oeuvre, mais est-elle vraiment
re´aliste ? Une de´rive possible peut eˆtre de surre´server les besoins pour assurer la
fin du calcul dans de bonnes conditions. Il faut alors envisager des me´canismes
de couˆt associe´ a` l’usage, pour contraindre les utilisateurs. Nous pensons qu’il est
possible de distribuer la gestion des taˆches, c’est a` dire leur ordonnancement.
L’ordonnancement consiste a` attribuer une taˆche a` un processeur avec une
date d’exe´cution dite au plus toˆt suivant certains crite`res (temps-re´el, temps to-
tal d’exe´cution, e´quilibrage de charge, etc.). Toujours dans une tentative d’aller
vers plus de re´alisme, nous pensons que cet ordonnancement ne peut eˆtre fait
a priori comme propose´ dans la plupart des articles sur le sujet. Au contraire,
de nombreuses applications ge´ne`rent de nouvelles taˆches qui elles-meˆmes peuvent
appeler d’autres — imposer une connaissance assez pre´cise du nombre, de la
fre´quence des taˆches, de leur dure´e d’exe´cution etc. nous semble illusoire. Il faut
pouvoir s’adapter a` l’e´mergence de nouvelles taˆches pas force´ment inde´pendantes.
La qualite´ d’un ordonnancement, voire sa validite´ pour les syste`mes temps-
re´el, se mesure en termes de temps total d’exe´cution de l’application ou encore
en termes de taux d’acceptation et exe´cution des taˆches avant leurs e´che´ances. Le
nombre de processeurs utilise´s mais aussi le temps de calcul de l’ordonnancement
lui-meˆme sont des parame`tres fondamentaux dans la recherche d’imple´mentations
paralle`les efficaces.
Dans cette partie de la the`se, nous nous sommes inte´resse´s aux proble`mes
d’ordonnancement distribue´s. Pour finir ce chapitre nous allons rappeler quelques
hypothe`ses et mode`les classiques d’ordonnancement pour nous situer par rapport
a` ce vaste domaine de recherche. Les deux chapitres suivants seront de´die´s a` la
pre´sentation de nos heuristiques d’ordonnancement distribue´ de taˆches inde´pen-
dantes puis de´pendantes.
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1.2 Notations et de´finitions
Nous pre´sentons dans cette section les notations et les de´finitions de base uti-
lise´es dans cette partie du document. Dans ce qui suit, les termes nœud, sommet
et taˆche sont conside´re´s comme e´quivalents.
1.2.1 Taˆches et Graphes de taˆches
– Un graphe de taˆches (Graphe de flots de donne´es) est la mode´lisation
d’une application devant s’exe´cuter sur des machines a` me´moire distribue´e.
Un graphe de taˆches G est un graphe acyclique oriente´ et e´tiquete´ de´fini par
un triplet (V , E ,W). Tout e´le´ment de E est une paire d’e´le´ments de V . V
est appele´ l’ensemble des sommets et E l’ensemble des arcs. Chaque sommet
repre´sente une taˆche. Il y a un arc de la taˆche ti a` la taˆche tj s’il y a une
de´pendance entre ti et tj (les de´pendances sont induites par les e´changes de
donne´es entre les taˆches). Cela signifie que la taˆche tj doit eˆtre exe´cute´e apre`s
la fin de la taˆche ti.
– W(ti, tj) (le poids d’un arc) est la dure´e de communication entre ti et
tj. Elle est conside´re´e comme nulle lors de l’exe´cution si les deux taˆches sont
exe´cute´es par le meˆme processeur.
– La notation pre´ce´dente est e´tendue au poids des sommets (taˆches),
W(t) est la dure´e d’exe´cution de la taˆche t,
– Le poids d’un chemin est de´fini comme la somme des arcs de ce chemin
a` laquelle on ajoute la somme des poids des sommets de ce chemin.
– Pre´de´cesseur : Dans un graphe de taˆches oriente´, une taˆche t est un
pre´de´cesseur d’une taˆche t′ si et seulement si, il existe un chemin allant de t
a` t′. t est un pre´de´cesseur imme´diat de t′, si et seulement si (t, t′) ∈ E .
– Successeur : Dans un graphe de taˆches oriente´, une taˆche t est un suc-
cesseur d’une taˆche t′ si et seulement si, il existe un chemin allant de t′ a` t.
t est un successeur imme´diat de t′, si et seulement si (t′, t) ∈ E .
– Nous notons Γ−(t), l’ensemble des taˆches pre´de´cesseurs imme´diats de t et
Γ+(t) l’ensemble des taˆches successeurs de t.
– Une taˆche d’entre´e est une taˆche sans pre´de´cesseurs.
– Une taˆche de sortie est une taˆche sans successeurs.
– Une taˆche t d’un graphe G a deux niveaux :
– Niveau supe´rieur L−(t) (top level) : Il est de´fini comme e´tant le poids
du chemin le plus long depuis une taˆche d’entre´e quelconque dans le graphe
G jusqu’a` la taˆche t, la dure´e d’exe´cution de t incluse.
– Niveau infe´rieur L+(t) (bottom level) : Il est de´fini comme e´tant le
poids du chemin le plus long depuis la taˆche t, sa dure´e d’exe´cution incluse
jusqu’a` une taˆche de sortie quelconque du graphe G.
Me´moire d’HDR, Univ. Paris 13, 2007
66 Part. III, chap. 1 : Introduction
– Granularite´ : La granularite´ g(G) d’un graphe de taˆches G (dit aussi














Si g(G) ≥ 1, le graphe de taˆches est dit a` gros grain, sinon, il est dit a`
grain fin. Clairement, pour un graphe a` gros grain, les dure´es d’exe´cution des
taˆches sont plus importantes que les communications.
1.2.2 Processeurs et Architectures multiprocesseurs
– Nous distinguons trois types d’architectures multiprocesseurs (ou plates-
formes).
– Processeurs identiques (identical) : dans un syste`me paralle`le, les pro-
cesseurs sont dits identiques lorsqu’ils ont la meˆme puissance de calcul,
plus pre´cise´ment, la dure´e d’exe´cution d’une taˆche est la meˆme sur chaque
processeur.
– Processeurs uniformes (uniform) : les processeurs sont dits uniformes
lorsqu’ils diffe`rent les uns des autres par la vitesse mais de fac¸on constante,
plus pre´cise´ment si un processeur est deux fois plus rapide qu’un autre, il
en sera ainsi pour toutes les taˆches que l’on pourrait lui faire exe´cuter.
– Processeurs inde´pendants (related) : les processeurs sont dits inde´pen-
dants lorsque la dure´e du calcul d’une taˆche peut varier d’un processeur a`
l’autre et cela de fac¸on inde´pendante d’une taˆche a` l’autre.
– Une grappe (cluster) de taˆches est un graphe de de´pendance de taˆches
(ou sous-graphe) qui doit eˆtre exe´cute´ sur un meˆme processeur.
– Le regroupement (clustering) des taˆches consiste a` regrouper un en-
semble de taˆches dans un cluster dans le but d’e´conomiser les couˆts de
communication entre ces taˆches.
– La re´plication d’une taˆche est une technique qui consiste a` exe´cuter
cette meˆme taˆche par plusieurs processeurs dans le but d’e´conomiser les
communications ou a` des fins de tole´rance aux pannes.
– Le surplus (idle time) Ik du site k est la somme des dure´es des pe´-
riodes d’inactivite´ d’un processeur sur une feneˆtre temporelle donne´e. Il
est e´galement appele´ temps d’oisivete´.
– L’efficacite´ est de´finie comme e´tant le taux d’occupation processeur,
plus pre´cise´ment la somme des dure´es d’occupation divise´e par le temps
total d’observation (feneˆtre temporelle).
– Le Makespan est le temps total d’exe´cution d’un graphe de taˆches
ordonnance´, c’est a` dire la date de fin d’exe´cution de la dernie`re taˆche.
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1.2.3 Ordonnancement
Ordonnancer un graphe de taˆches consiste a` assigner pour chaque taˆche du
graphe un processeur d’exe´cution et une date de de´but tout en ve´rifiant les
contraintes suivantes :
– A un instant donne´, un processeur ne peut exe´cuter au plus qu’une taˆche
– L’exe´cution d’une taˆche ne peut commencer qu’apre`s l’ache`vement des
communications issues de ses pre´de´cesseurs imme´diats.
Pendant le processus d’ordonnancement nous distinguons trois e´tats possibles
pour une taˆche :
– Ordonnance´e : la taˆche est affecte´e a` un processeur.
– Libre : tous les pre´de´cesseurs imme´diats de cette taˆche sont ordonnance´s.
– Partiellement libre : au moins un pre´de´cesseur imme´diat de cette taˆche
n’est pas ordonnance´.
1.2.4 Mode`le d’exe´cution
Le mode`le de base d’exe´cution pour les graphes de taˆches est appele´ macro
data flow. Il s’agit d’un mode`le d’exe´cution dirige´ par les donne´es ou` chaque taˆche
suit le protocole suivant :
– avant de s’exe´cuter sur son processeur la taˆche rec¸oit toutes les donne´es
ne´cessaires a` ses calculs,
– la taˆche s’exe´cute se´quentiellement et sans interruption,
– elle transmet ensuite les donne´es aux taˆches successeurs imme´diats.
1.3 Brefs rappels sur les contextes
d’ordonnancement
1.3.1 En ligne (On-Line) ou de´connecte´ (Off-line)
Dans la proble´matique de l’ordonnancement, il existe deux approches princi-
pales : les techniques/heuristiques dites en ligne (On-line) qui caracte´risent le fait
que les de´cisions d’ordonnancement doivent eˆtre faites a` l’arrive´e des taˆches (a` la
vole´e) et les techniques/algorithmes de´connecte´s (off-line) qui travaillent sur un
sce´nario d’arrive´e de taˆches pre´de´fini. Cette dernie`re approche permet parfois un
calcul exact de l’ordonnancement optimal. L’ensemble des taˆches a` calculer est
ge´ne´ralement au moins e´value´ par un test dit de satisfiabilite´ dans les syste`mes
temps-re´el (voir section suivante).
Nous nous inte´ressons dans ce travail uniquement a` l’approche en ligne, nous
n’avons pas de connaissance a priori des taˆches ou de leur date d’arrive´e. Ce
contexte est e´videmment le plus difficile et l’on ne peut alors pre´tendre obtenir un
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algorithme optimal. Par conse´quent, nous nous inte´ressons a` des heuristiques de
calcul. Ces heuristiques doivent toutefois eˆtre « raisonnables » en temps d’exe´cu-
tion (c.-a`-d. ne pas avoir d’impact sur les e´che´ances). En effet, les cas d’application
concrets que nous conside´rons sont souvent temps-re´el.
1.3.2 Temps-re´el
Les syste`mes informatiques temps-re´el sont des syste`mes pour lesquels l’exac-
titude du re´sultat ne suffit pas, il faut aussi respecter les de´lais impartis. Ces
syste`mes sont souvent lie´s a` des processus industriels (syste`mes de controˆle de
proce´de´, telles les chaˆınes de montage) ou encore au traitement d’informations
qui ne pourrait supporter d’interruption (audio, vide´o).
Pour garantir le respect des contraintes temporelles, il est ne´cessaire que
les diffe´rents services et processus s’exe´cutant sur un processeur s’exe´cutent en
un temps borne´. De plus, les diffe´rents enchaˆınements possibles des traitements
doivent respecter leurs limites temporelles. On parle alors de test de satisfiabilite´
(voir la section suivante).
Temps-re´el strict ou souple (hard/soft real-time) On distingue le temps-
re´el strict du temps-re´el souple suivant l’importance accorde´e aux contraintes
temporelles. Le temps-re´el strict ne tole`re aucun de´passement de contrainte. A
contrario, le temps-re´el souple peut tole´rer quelques de´passements dans certaines
limites au dela` desquelles le syste`me ne peut plus eˆtre conside´re´ comme utilisable.
1.3.3 Test de satisfiabilite´
Le test de satisfiabilite´ est utilise´ dans les syste`mes temps-re´el strict, pour ve´-
rifier qu’aucun de´passement des contraintes temporelles ne pourra survenir. Cette
ve´rification, appele´e aussi analyse de faisabilite´ ou encore controˆle d’admission se
fait ge´ne´ralement off-line sur un sce´nario d’arrive´e de taˆches.
Dans un contexte temps-re´el strict on-line, le test de satisfiabilite´ est re´duit
a` accepter ou non la taˆche (ou le graphe de de´pendance de taˆches) qui survient.
Ce test est alors lie´ intimement a` l’heuristique d’ordonnancement utilise´e et doit
donc s’exe´cuter dans un temps « raisonnable ». Pour simplifier le raisonnement
et les heuristiques, il est d’usage de conside´rer en fait un coprocesseur charge´ uni-
quement du travail d’ordonnancement pour ne pas interfe´rer avec le traitement
proprement dit des taˆches. Mais meˆme avec ce coprocesseur si le temps d’exe´cu-
tion de l’heuristique n’est pas a` peu pre`s line´aire en fonction de la taille du graphe
de taˆches, le respect des e´che´ances peut eˆtre compromis.
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1.3.4 Pre´emptif ou non-pre´emptif
Dans un syste`me d’exploitation, l’ordonnanceur se charge de re´partir le temps
de calcul d’un processeur entre les diffe´rentes taˆches. Un ordonnanceur est dit
pre´emptif s’il peut interrompre une taˆche pour en faire exe´cuter une autre (avec
souvent un autre contexte : variables d’environnement, descripteurs de fichiers
ouverts, etc.).
Une taˆche qui ne peut eˆtre interrompue (taˆche lie´e au noyau du syste`me d’ex-
ploitation par exemple) est dite non-pre´emptible. Par extension on parle d’ordon-
nancement non-pre´emptif si l’on ne s’autorise pas a` interrompre des taˆches dont
l’exe´cution a commence´. E´videmment, le cas de l’ordonnancement non-pre´emptif
est plus complexe a` traiter car il s’apparente alors a` des proble`mes d’optimisation
combinatoire en nombre entiers.
1.4 Notre cadre de travail
Nous nous inte´ressons dans cette partie du me´moire qu’au mode`le on-line
temps-re´el non-pre´emptif sur architecture multiprocesseurs (que l’on supposera
identiques dans un premier temps pour simplifier l’expose´, mais l’extension au
mode`le multiprocesseurs uniforme est possible). Nous ne nous autorisons pas la
re´plication de taˆches.
Dans ce cadre, le proble`me de l’ordonnancement est NP-difficile [GaJo79],
ne´anmoins c’est ce mode`le qui nous semble le plus proche de la re´alite´. Nous
nous efforc¸ons donc de trouver des heuristiques. Dans la section suivante nous
pre´sentons un rapide tour d’horizon de quelques re´sultats proches dans ce contexte
ou dans des contextes relativement proches.
Il existe de nombreuses variantes du proble`me de l’ordonnancement, mais nous
nous limiterons a` l’objectif qui consiste a` placer judicieusement les diffe´rentes
taˆches composant l’application sur l’architecture cible (les processeurs) afin de
minimiser le Makespan.
1.5 Quelques re´sultats sur l’ordonnancement
multiprocesseurs temps-re´el
Il existe principalement deux cate´gories d’heuristiques : Les algorithmes de
liste et les algorithmes base´s sur le chemin critique.
1.5.1 Algorithmes a` gestion de liste
Voir par exemple [HCAL89, ReLe90, YaGe93, SiLe93, MeGh94, Sorel94,
KwAh95].
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Les heuristiques a` gestion de liste les plus connues sont : ETF (Earliest Time
First) [HCAL89], DLS (Dynamic Level Scheduling) [SiLe93] et l’algorithme de
Sorel appele´ σ [Sorel94]. Cette cate´gorie d’algorithmes consiste a` e´tablir une liste
de taˆches ordonne´es selon une mesure de priorite´. La liste peut eˆtre statique
ou dynamique. Elle est dite statique si elle est inchange´e pendant le processus
d’ordonnancement et elle dite dynamique si les priorite´s des taˆches non encore
ordonnance´es peuvent varier d’une e´tape a` une autre pendant l’ordonnancement
du graphe de taˆches. Un mauvais choix dans la gestion des priorite´s peut retarder
l’exe´cution des taˆches les plus urgentes.
Les algorithmes a` gestion de liste sont appele´s e´galement BNP (Bounded Num-
ber of Processors).
Par ailleurs, les auteurs de l’algorithme ETF ont donne´ une fonction de ga-











Ou`, Mopt est le Makespan minimum du proble`me sans de´lais de communica-
tion, P est le nombre de processeurs et pi est un chemin du graphe de de´pendance.
1.6 Algorithmes base´s sur le chemin critique
Citons entre autres [GeYa92, GeYa94, KwAh95, Kwok96, LaSo93, Sarkar89]
et notre algorithme [HaBu05a].
Le chemin critique d’un graphe de taˆches (DAG) est de´fini comme le chemin de
poids maximal d’une taˆche d’entre´e a` une taˆche de sortie. Rappelons que ce poids
inclut la dure´e des taˆches (poids des nœuds) et les dure´es des communications
(poids des arcs). Dans cette cate´gorie, on parle de proble`me de regroupement
(clustering) qui consiste a` former des groupes de taˆches qui seront exe´cute´es
sur un meˆme processeur. L’ide´e de ces algorithmes est de re´aliser d’abord un
partitionnement du graphe de taˆches en clusters disjoints. Puis, chaque cluster
est ordonnance´ sur un processeur. Si le nombre de processeurs est borne´ et si le
nombre de clusters est supe´rieur au nombre de processeurs disponibles, un autre
ordonnancement est alors effectue´ jusqu’a` avoir un nombre de clusters e´gal au
nombre de processeurs.
La premie`re heuristique qui a e´te´ propose´e dans cette cate´gorie est celle de
Sarkar [Sarkar89]. Il conside`re le processus de regroupement comme une phase
pre´liminaire de l’ordonnancement sur un nombre borne´ de processeurs. Cette
phase est appele´e Internalisation Prepass. L’ide´e de cette heuristique est de re-
grouper de manie`re ite´rative les taˆches qui donnent lieu a` la communication la
plus importante (ceci est appele´ edge zeroing) jusqu’a` ce qu’un tel regroupement
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n’ame´liore plus la longueur partielle du regroupement.
Kwok et Ishfaq ont propose´ un algorithme appele´ DCP (Dynamic Critical
Path) [Kwok96]. L’ide´e de cet algorithme est que les dates de de´but des taˆches
ne sont pas fixe´es tant que les taˆches ne sont pas place´es sur les processeurs.
Cela permet d’inse´rer les taˆches examine´s dans les e´tapes ulte´rieures entre les
taˆches de´ja` examine´es. La se´lection processeur pour une taˆche donne´e est effec-
tue´e en regardant les dates de de´but des successeurs critiques de cette taˆche sur
le processeur. Les taˆches candidates a` l’ordonnancement sont celles qui sont sur le
chemin critique. Elles sont identifie´es en ve´rifiant l’e´galite´ des deux parame`tres :
AEST(Absolute Earliest Start Time) et ALST (Absolute Latest Start Time). Ces
parame`tres sont calcule´s pour chaque taˆche en traversant le graphe en entier a`
chaque e´tape du processus d’ordonnancement. Cette ope´ration de calcul couˆte
O(v2) pour les v taˆches du graphe. A` la diffe´rence de DCP, notre algorithme de
regroupement, pre´sente´ dans [HaBu06], peut calculer la longueur du chemin cri-
tique du graphe partiellement ordonnance´ de fac¸on incre´mentale, sans reparcourir
le graphe dans son inte´gralite´.
A` notre connaissance, l’algorithme qui e´tait conside´re´ comme le meilleur a` ce
jour est DSC (Dominant Sequence Clustering) de Gerazoulis et Yang [GeYa94].
Le principe de cet algorithme est inspire´ de celui de Sarkar. A` chaque e´tape du
processus d’ordonnancement, il fusionne deux groupes de taˆches de la se´quence
dominante. La se´quence dominante repre´sente le chemin le plus long du graphe
partiellement ordonnance´. Cette heuristique a` l’avantage d’avoir une faible com-
plexite´ temporelle (O((e+ v) log v)) et une bonne performance surtout pour les
graphes a` gros grain.
Cette cate´gorie est connue e´galement sous le nom UNP (Unbounded Number
of Processors). Une taxonomie des algorithmes appartenant a` cette cate´gorie peut
eˆtre trouve´e dans [GeYa92].
1.7 Comparatif de quelques algorithmes
distribue´s d’ordonnancement de taˆches
inde´pendantes
1.7.1 Structure d’un ordonnanceur distribue´
Nous distinguons deux composants principaux pour l’ordonnancement re´-
parti :
1. L’ordonnanceur local a` un site, qui est charge´ de l’allocation du processeur
selon une certaine politique pre´de´finie. C’est lui qui prend la de´cision finale d’ac-
cepter ou de refuser d’exe´cuter localement une taˆche.
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2. L’ordonnanceur global qui ge`re l’interface avec l’ordonnancement local, et qui
a pour roˆle, en cas de surcharge (taˆches refuse´es localement), de choisir l’empla-
cement d’exe´cution des taˆches. Il assure quatre fonctions principales :
(a) E´change des informations sur la charge des sites
(b) Initiation de la phase de migration
(c) Choix des taˆches a` faire migrer
(d) Localisation des sites d’exe´cution.
1.7.2 Principales approches de re´solution
1.7.2.a L’approche non coope´rative
Ce type d’approche ne prend pas en compte l’e´tat courant du syste`me. Elle
ne posse`de donc pas de module d’information : ce sont des me´thodes aveugles.
Principalement ce sont des me´thodes ale´atoires ou de type tourniquet (round-
robin). Nous ne de´taillerons pas plus avant ces techniques dans ce me´moire.
1.7.2.b L’approche coope´rative
Compte tenu de l’absence de me´moire partage´e des sites du re´seau, le controˆle
est pris en charge par la coope´ration des sites de ce re´seau. Chaque site prend ses
propres de´cisions au vu des informations recueillies.
Les algorithmes pre´sente´s dans cette section, sont des algorithmes d’ordon-
nancement classiques qui ont e´te´ adapte´s pour deux raisons :
La premie`re raison est que dans les syste`mes sans contraintes de temps, l’e´tat
d’un processeur est mesure´ par un facteur de charge ge´ne´ralement e´gal au nombre
de taˆches sur ce processeur. Ce facteur de mesure peut dans certaines situations
ne pas eˆtre valable car un processeur ne disposant que tre`s peu de taˆches n’est
pas force´ment peu charge´. Nous pre´fe´rerons donc la notion de surplus de´finie
pre´ce´demment. Il s’agit pour chaque site de calculer la valeur de son surplus et
de le communiquer. Graˆce a` la notion de surplus, le site ayant des taˆches non
garanties, dispose d’une estimation sur la capacite´ des autres sites a` garantir ses
taˆches refuse´es.
La seconde raison est qu’une bonne adaptation des parame`tres utilise´s par ces
algorithmes peut conduire a` des re´sultats plus inte´ressants.
C’est la manie`re d’adapter ces algorithmes, qui est un facteur de´terminant de
la qualite´ des re´sultats, que nous pre´sentons dans ce qui suit.
Approches a` l’initiative de l’e´metteur
L’algorithme du meilleur surplus (focused addressing) L’algorithme se
base sur les surplus diffuse´s re´gulie`rement pour le choix des sites pouvant garantir
les taˆches refuse´es. Une taˆche refuse´e tr est envoye´e au site Sdest pour lequel la
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fonction Garantie(tr,Sdest) est la plus e´leve´e. Dans [RaSZ89, StRC85] un para-
me`tre syste`me GM (Garantie Minimale), est fixe´ en dessous duquel aucun site
n’est se´lectionne´ et l’algorithme ne peut eˆtre applique´. Une fois que tr est rec¸ue
par Sdest , un test de garantie est effectue´. Si la taˆche ne peut eˆtre ordonnance´e,
elle est rejete´e. Ce cas de figure peut avoir lieu dans le cas ou un certain temps
s’e´coule entre le dernier surplus envoye´ par Sdest a` Sref et la re´ception de tr. Donc
l’information n’est plus a` jour.
Pour limiter les risques de rejet d’une taˆche par le site choisi, il est ne´cessaire
que le module d’information garde une forte cohe´rence des surplus. Ainsi pour
maintenir un degre´ de cohe´rence e´leve´, on optera pour une fre´quence d’e´change
des surplus tre`s e´leve´e. Cependant cette solution risque de devenir tre`s couˆteuse
en communications (ne peut eˆtre raisonnablement supporte´e que par un re´seau a`
diffusion, ce qui n’est pas le cas de figure qui nous inte´resse).
L’algorithme des enche`res (bidding) L’ide´e de´veloppe´e dans [RaSZ89,
StRC85], est base´ sur l’approche de la vente aux enche`res afin de prendre les
de´cisions concernant le transfert. Un site qui ne peut assurer l’ordonnancement
d’une taˆche sporadique tr, diffuse un appel d’offre aux autres sites et attend une
offre sur la garantie qu’ils proposent pour tr. Le site choisi est alors celui qui
propose la meilleure enche`re. Le message de demande d’enche`res a la structure
suivante :
< APPEL; Pt(tr); Sref >
Ou` Sref pre´cise les parame`tres Pt de la taˆche et l’identificateur du site auquel
il faut renvoyer la re´ponse. L’offre donne´e par les sites invoque´s est de la forme
suivante :
< ENCHERE; tr; Garantie(tr,Si) >
Par rapport a` l’algorithme du meilleur surplus, la garantie est calcule´e par les
sites destinataires a` l’instant de la demande. Ceci implique un temps d’attente
de(s) re´ponse(s) (on peut attendre que les k premie`res etc.) qui peut conduire au
rejet de la taˆche mais elle donne une information de meilleur qualite´/fraicheur.
Un compromis doit eˆtre trouve´ entre le nombre de sites participants a` l’offre afin
de re´duire le couˆt des communications et la garantie supple´mentaire fournie par
cette technique.
L’algorithme mixte Dans le but d’augmenter le nombre de taˆches garan-
ties dans le syste`me, des algorithme mixtes ont e´te´ propose´s [BRPM01, RaSZ89,
StRC85] et le notre [HaBu04].
Principe : A priori l’algorithme du meilleur surplus est applique´, en envoyant la
taˆche sur un site foyer (site qui donne la meilleure garantie), s’il existe. Paralle`le-
ment, et dans un but pre´ventif, l’algorithme des enche`res est exe´cute´. Les offres
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sont retourne´es au site foyer, puisque la taˆche lui a e´te´ transfe´re´e. Si ce site ne
peut garantir la taˆche (test de garantie ne´gatif) il peut encore retransmettre la
taˆche au site qui a la meilleure offre sans avoir a` proce´der a` une nouvelle e´lection.
Vu l’anticipation dans l’envoi de la taˆche, ce type d’algorithme a un gain
non ne´gligeable, surtout pour les applications temps re´el. Il permet dans le cas
de taˆches dont l’e´che´ance est tre`s proche, d’avoir plus de chance de trouver un
site puisqu’un site d’exe´cution est choisi imme´diatement tandis que de meilleures
allocations sont recherche´es en paralle`le.
Approches a` l’initiative du re´cepteur L’ide´e de ces me´thodes est de faire
en sorte que les sites peu charge´s proposent leur aide aux sites surcharge´s.
L’algorithme d’interrogation [ChLi86] Cet algorithme est base´ sur
l’e´quilibrage des charges. Chaque taˆche est caracte´rise´e par un e´tat qui peut
prendre les valeurs suivantes :
– Garantie : la taˆche est garantie localement,
– Critique : la taˆche ne sera garantie qu’en cas de transfert,
– En retard : l’e´che´ance est de´passe´e.
Les auteurs proposent de faire une « proposition de service » vers tous les
sites uniquement si le site fournisseur de service est dans l’e´tat sous-charge´ par
rapport a` un certain seuil smin base´ sur le nombre de taˆches dans la file d’attente
de l’ordonnanceur. Un site est dans l’e´tat surcharge´ si le nombre de taˆches qui
sont dans la file d’attente de´passe un second seuil smax, ou s’il y a au moins une
taˆche dans l’e´tat critique ou en retard.
Les auteurs justifient l’ide´e de l’algorithme par une sorte d’anticipation des
effets d’avalanche qui se produisent en cas d’alarmes ou` plusieurs taˆches spora-
diques doivent eˆtre exe´cute´es rapidement ; ils pensent les pre´venir en e´quilibrant
la charge.
Nous pensons que cette solution applique´e toute seule est insuffisante pour
garantir d’e´ventuelles taˆches temps re´els (surtout lorsque l’e´che´ance est proche),
en effet un site doit patienter jusqu’a` ce qu’il y ait un site sous-charge´ pour que
ses taˆches refuse´es soient prises en compte. De plus, dans un syste`me temps re´el,
nous estimons insuffisant de se contenter du nombre de taˆches en attente pour
mesurer la charge d’un site.
L’algorithme de diffusion d’e´tats [ShCh89] Cet algorithme cherche a`
minimiser les temps de gestion occasionne´s par la coope´ration des sites en diffu-
sant l’information de changement d’e´tat. L’ide´e est de se restreindre a` une vue
partielle du syste`me pour chaque site. Chaque site conserve l’e´tat d’une dizaine
(en fonction de la taille du syste`me) de ses voisins. Ensuite l’algorithme proce`de
par une diffusion des e´tats dans chaque groupe.
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Les auteurs e´valuent la charge des sites par une technique de seuils la` encore
par rapport a` la taille de la file d’attente de l’ordonnanceur pour moduler les
conditions de transfert.
1.8 Conclusion sur les algorithmes distribue´s
d’ordonnancement
Les algorithmes de l’approche coope´rative utilisent la connaissance de l’e´tat
des autres sites graˆce a` une diffusion totale ou partielle de cette information. Ils
coope`rent tous pour re´partir la charge du syste`me soit de manie`re directe ou indi-
recte. La mesure de charge utilise´e par ces approches est a` notre avis, loin d’eˆtre
satisfaisante pour des syste`mes temps re´el. Nous optons, si de telles strate´gies
sont applique´es, pour une mesure de charge base´e sur le taux d’utilisation du
processeur. De plus, les re´sultats expe´rimentaux pre´sente´s par les divers auteurs
concernent des syste`mes ou` le nombre de processeurs est faible (un maximum
de dix), ce qui ne renseigne pas sur les de´lais qui peuvent eˆtre introduits par les
communications et surtout par la migration des taˆches. L’une des difficulte´s in-
troduites par l’ordonnancement re´parti est l’ade´quation ne´cessaire entre le main-
tien de la connaissance de l’e´tat global du syste`me pour prendre de meilleures
de´cisions et la minimisation des couˆts de communications inter-sites. Donc si
on veut ame´liorer la connaissance globale, on augmente d’autant le nombre de
communications, il faut trouver des compromis. Nous avons propose´ deux heu-
ristiques sur architecture multiprocesseurs [HaBu04, HaBu05a]. Ces heuristiques
ont des temps d’exe´cution de meilleure complexite´ (O (|E|+ |V| log |V|) au lieu
de O ((|E|+ |V|) log |V|)), tout en ayant en moyenne, en pratique, des Makespans
similaires [Hakem06].
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Nous pre´sentons dans ce chapitre, un des algorithmes issu des travaux re´alise´s
avec M. Mourad Hakem dans le cadre de sa the`se de doctorat soutenue en de´-
cembre 2006 [Hakem06]. Pour plus de de´tails sur cet algorithme, le lecteur pourra
consulter [HaBu04].
Re´sume´
Dans ce chapitre, nous pre´sentons un nouvel algorithme en ligne pour l’or-
donnancement de taˆches ape´riodiques sur un syste`me distribue´ temps-re´el. De
nombreux algorithmes distribue´s ont e´te´ propose´s pour ordonnancer des taˆches
avec e´che´ances. Ces algorithmes conside`rent, pour un site donne´, le temps d’oi-
sivete´ (ou surplus) obtenu des autres sites du re´seau comme une mesure pour
transfe´rer des taˆches lorsque leur date au plus tard ne peut eˆtre respecte´e loca-
lement (ou quand la charge locale semble trop forte). Nous montrons qu’il est
pre´fe´rable, pour ces algorithmes, de prendre en compte aussi les distances entre
sites pour limiter le nombre de taˆches avec de´passement d’e´che´ance.
Notre algorithme a deux points forts : il prend en compte le calcul des dis-
tances et il utilise une nouvelle politique de gestion des surplus pour minimiser
la surcharge du re´seau lors des diffusions de surplus.
2.1 Introduction
L’ordonnancement des taˆches dans un univers re´parti est un proble`me de
controˆle qui, compte tenu de l’absence de me´moire commune, peut eˆtre pris en
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charge par la coope´ration des processus communicants situe´s sur chaque site actif.
Plusieurs algorithmes d’ordonnancement dynamique en ligne (ordonnancement
global) ont vu le jour. L’impossibilite´ d’avoir un e´tat global cohe´rent d’un sys-
te`me totalement reparti asynchrone fait que la plupart des algorithmes propose´s
ne permettent d’avoir une solution optimale, seules des heuristiques peuvent eˆtre
utilise´es. Tous ces algorithmes se basent sur l’hypothe`se suivante : l’ordonnance-
ment des taˆches pe´riodiques est toujours assure´ localement, mais l’arrive´e d’une
taˆche ape´riodique peut provoquer une phase de migration si elle ne peut eˆtre
garantie.
Cette e´tude diffe`re des travaux pre´ce´dents de part la prise en compte des
distances dans le re´seau ainsi que des estimations de surplus des autres sites du
re´seau.
L’information dite de surplus est compose´e de la somme des temps d’oisivete´
dans la feneˆtre temporelle d’observation. Elle est bon indicateur de la capacite´
d’un site a` satisfaire l’e´che´ance d’exe´cution d’une taˆche arrivant sur ce site.
2.2 E´tat de l’art
Pour un environnement distribue´, multiprocesseur, l’ordonnancement est un
proble`me NP-difficile [GLLR79]. La nature faiblement couple´e des syste`mes dis-
tribue´s rend le proble`me encore plus difficile. Clairement, dans un cadre re´aliste,
seules des heuristiques peuvent eˆtre conside´re´es.
Le proble`me de l’ordonnancement est e´videmment un proble`me important
dans la conception de syste`mes distribue´s. Cependant, la plupart des tra-
vaux sur l’ordonnancement de taˆches avec contrainte temps-re´el sont re´duits
a` l’utilisation de l’information de surplus, provenant des autres sites du re´-
seau, pour choisir vers quel site envoyer une taˆche dont on ne peut satisfaire
l’e´che´ance [ChLi86, ShSi91, ZhRa85]. Le but de ces approches est de maximiser
le nombre de taˆches garanties avant leur e´che´ance. Malheureusement, elles n’uti-
lisent que l’information de surplus, la connaissance d’un plus court chemin du
receveur vers le site destinataire est pourtant d’un avantage imme´diat.
2.3 Mode`le
L’architecture type dans un syste`me distribue´ faiblement couple´ consiste en n
sites interconnecte´s par un re´seau de communication. Le re´seau sera vu comme un
graphe G = (V,E) avec |V | = n sites |E| = m liens bidirectionnels entre ces sites.
Nous ne supposons pas la pre´existence d’un protocole de communication sous-
jacent. Voir en partie I, le chapitre 1 pour les re´fe´rences de la the´orie des graphes
et en partie III, le chapitre 1 pour les questions concernant l’ordonnancement.
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Rappelons que nous sommes dans un mode`le on-line temps-re´el non-pre´emptif
sur architecture multiprocesseurs identiques.
La charge du syste`me est compose´e de groupes de taˆches pe´riodiques et ape´rio-
diques inde´pendantes. Une taˆche ape´riodique T est caracte´rise´e par le quadruplet
(aT , lT , eT , dT ), ou` aT est sa date d’arrive´e, lT est sa date d’exe´cution au plus toˆt
(date de de´but), eT repre´sente sa dure´e d’exe´cution et dT est son e´che´ance (date
au plus tard de fin d’exe´cution).
Les taˆches ape´riodiques ne sont pas connues a priori, leurs caracte´ristiques ne
sont connues que lors de leur arrive´e.
Les taˆches pe´riodiques sont celles lie´es a` la gestion du syste`me lui-meˆme et ont
supposera leurs caracte´ristiques connues a priori ainsi que leur site d’affectation.
Elles sont suppose´es prioritaires.
Puisque le but de ce travail est d’e´valuer la performance des composants non
locaux d’un syste`me d’ordonnancement distribue´, nous supposerons par exemple
que l’ordonnanceur local est de type EDF Earliest Deadline First [ChCh89,
ScZh92]. Ce choix est justifie´ par la ne´cessite´ d’avoir un maximum de flexibi-
lite´ dans l’ordonnancement. Le lecteur inte´resse´ pourra consulter [StRC85] pour
la fonction de garantie.
A contrario des pre´ce´dents travaux dans le domaine de l’ordonnancement dis-
tribue´ temps-re´el, le mode`le que nous utilisons dans cette e´tude inclut le proble`me
du calcul des plus courts chemins. Ce calcul est base´ sur les hypothe`ses faites en
partie I, chapitre 2, section 2.5.
2.4 Sche´ma de l’ordonnanceur
Chaque site dans le syste`me distribue´ a un ordonnanceur. Chaque ordonnan-
ceur consiste en cinq processus de gestion plus un test de garantie, comme suit :
2.4.1 E´le´ments constitutifs de l’ordonnanceur
1. L’ordonnanceur local qui rec¸oit les taˆches ape´riodiques et qui de´cide si la nou-
velle taˆche peut eˆtre exe´cute´e localement (test EDF local). Si la taˆche ne peut
eˆtre garantie localement, la taˆche est soit rejete´e soit transmise au processus d’en-
che`res.
2. Le re´partiteur dispatcher qui de´termine si la prochaine taˆche a` exe´cuter est
une taˆche pe´riodique ou ape´riodique.
3. Le module d’enche`res qui sert a` de´terminer vers quel site envoyer une taˆche qui
ne peut eˆtre garantie localement. Il est invoque´ soit soit par une requeˆte locale
ou externe au site.
4. Le processus d’initialisation de taˆches pe´riodiques : il est exe´cute´ une seule
fois lors de l’initialisation du syste`me. Un ensemble (e´ventuellement vide) de
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taˆches pe´riodiques existe sur chaque site. Ce processus doit ve´rifier que la capacite´
de calcul locale est au moins suffisante pour assurer l’exe´cution de ces taˆches,
voir [LiLa73].
5. Le processus de calcul des plus courts chemins. Il est exe´cute´ lors de l’initia-
lisation du syste`me. Nous utilisons celui que nous avons conc¸u pour [BuLa98] et
qui est de´crit sommairement dans la partie II, chapitre 3, section 3.6.4.
2.4.2 Ordonnancement de taˆches
On suppose les e´tapes d’initialisations effectue´es (calcul des plus courts chemin
et test de garantie des taˆches pe´riodiques).
Quand une taˆche T , arrive en un site x, l’ordonnanceur local est appele´. Si
la taˆche peut eˆtre garantie localement, elle est place´e dans le plan d’exe´cution.
Dans le cas contraire, l’ordonnanceur doit interagir avec les ordonnanceurs des
autres sites pour trouver un site, le plus proche possible et de surplus suffisant,
vers lequel envoyer la taˆche.
Cette interaction est base´e sur une me´thode qui combine l’algorithme des
enche`res et l’adressage cible´ (algorithme , voir chapitre pre´ce´dent).
2.4.3 L’algorithme mixte
Pour de´terminer si un site est susceptible d’eˆtre un candidat pour l’adressage
cible´, nous effectuons le calcul de qualite´ suivant pour tous les sites y autres que
x, site qui a rec¸u la taˆche :
Q(T, y) = Surplusy − d(x, y) ou` Surplusy repre´sente la connaissance dispo-
nible (d’apre`s les messages e´mis par y et rec¸us par x) du surplus de y et d(x, y)
est la distance de x a` y telle que calcule´e par l’algorithme des plus courts chemins.
Les Q(T, y) sont trie´s par ordre de´croissant ce qui donne un ordre sur les
sites y. Soit k le nombre de sites y tels que SD(T, y) ∗ (dT − aT ) > F.eT (F est un
parame`tre ajustable du syste`me).
Si k > 0 alors la taˆche T est imme´diatement envoye´e vers le site y∗ de meilleure
qualite´. Ce site sera la cible de l’adressage cible´. En paralle`le, x envoie un appel
d’offre (enche`re) aux k − 1 autres sites au cas ou` T ne pourrait finalement pas
eˆtre garantie en y∗. Dans cet appel d’offre, il est pre´cise´ que les re´ponses doivent
eˆtre envoye´es a` y∗.
Si k = 0, alors l’algorithme se re´duit a` l’algorithme d’enche`res qui suit :
2.4.4 L’algorithme d’enche`res
Si l’algorithme pre´ce´dent e´choue a` trouver un site cible pour l’adressage cible´,
l’algorithme d’enche`res est lance´ :
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Le site x re´cepteur de la taˆche T diffuse un message d’appel d’offre avec son
adresse d’e´metteur et les caracte´ristiques de T . Un site y recevant un tel appel
d’offre, calcule une enche`re qui va pre´ciser la possibilite´ de garantir localement
T . Ensuite, il e´met cette enche`re (en rappelant les caracte´ristiques de T ) vers le
site e´metteur.
Lorsqu’un site rec¸oit une taˆche que lui a fait suivre x, il tente de la garantir
localement, si c’est le cas, il ignore les enche`res qui lui parviendront pour cette
taˆche. Dans le cas contraire, il renverra la taˆche vers le site proposant le meilleur
rapport enche`re/distance. Il est possible qu’aucune offre n’arrive dans un de´lai
raisonnable, dans ce cas la taˆche est finalement rejete´e.
2.5 Conclusion et autres re´sultats sur
l’ordonnancement
Dans ce chapitre, nous avons pre´sente´ une nouvelle heuristique d’ordonnance-
ment comple`tement distribue´e. Cette heuristique est simple, a un tre`s bon com-
portement en pratique et est dynamique dans le sens qu’elle cherche a` maximiser
le nombre de taˆches ape´riodiques temps-re´el accepte´es par le syste`me, tout en
satisfaisant des taˆches pe´riodiques critiques qui doivent eˆtre toujours exe´cute´es
avant leurs e´che´ances. Un des aspects particuliers de notre technique est l’utilisa-
tion des distances en plus des surplus pour limiter le nombre de taˆches n’arrivant
pas a` e´che´ance. A notre connaissance, cet algorithme est le premier a` prendre en
compte cette notion, pourtant essentielle.
Une perspective inte´ressante est l’inte´gration d’une certaine forme de tole´rance
aux pannes, avec Mourad Hakem, nous avons commence´ une se´rie de travaux sur
ce proble`me dit bicrite`re dans [HaBu06b, HaBu07a].
Dans le cadre de l’ordonnancement multiprocesseurs nous avons aussi quelques
re´sultats [HaBu05a, HaBu05b, HaBu06].
Nous nous sommes aussi inte´resse´s a` des taˆches avec de´pendances, c’est le
propos du chapitre suivant.
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L’approche pre´sente´e dans le chapitre pre´ce´dent, ainsi que dans la plupart des
articles, se placent dans le cadre d’hypothe`ses de travail tre`s simplificatrices car ils
ne traitent que de taˆches inde´pendantes et ils supposent que les couˆts de migration
des taˆches sont ne´gligeables. Le proble`me de prise en compte des contraintes de
pre´ce´dence en univers re´parti est tre`s mal re´solu a` l’heure actuelle. En effet, il faut
connaˆıtre la localisation de toutes les taˆches du graphe de pre´ce´dence et ve´rifier
l’ordonnancement en tenant compte des de´lais de communication induits par les
taˆches, ce qui ame`ne a` construire un graphe de localisation.
Nous pre´sentons dans ce chapitre, une partie des travaux re´alise´s avec MM.
Lucian Finta et Mourad Hakem sur une approche re´partie d’ordonnancement
en ligne des graphes de taˆches temps-re´el sporadiques (pour plus de de´tails
voir [BuFH07]).
Un graphe de taˆches (G) est mode´lise´ par un graphe dirige´ acyclique. Des
graphes de taˆches arrivent concurremment a` tout moment et sur n’importe quel
site du re´seau. L’algorithme d’ordonnancement de´veloppe´ dans ce chapitre est
base´ sur un nouveau concept de calcul : les sphe`res, qui permet de de´terminer
les voisins potentiels qui peuvent coope´rer et participer a` l’exe´cution des graphes
de taˆches s’ils ne peuvent eˆtre garantis localement sur leurs sites d’origine. Les
points forts de ce me´canisme sont :
– Permettre a` l’algorithme d’eˆtre exe´cute´ sur un re´seau quelconque de taille
arbitraire puisqu’il utilise un nombre limite´ de sites et de liens de communi-
cations pour l’exe´cution distribue´e du graphe de taˆches ;
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– Permettre de calculer le test de faisabilite´ distribue´e du graphe de taˆches
(qui peut de´terminer si le graphe est ordonnanc¸able ou pas) avant la migra-
tion des taˆches.
On fait les hypothe`ses suivantes :
– Le re´seau est quelconque et le graphe de liaisons inter-sites est connexe
(en fait l’algorithme peut fonctionner sur chaque composante connexe).
– Les communications se font en point a` point.
– Pour simplifier la pre´sentation nous supposons que les sites sont identiques
(mais avec identite´s diffe´rentes).
– Chaque site connaˆıt les de´lais de communication vers ses voisins imme´diats
– Chaque site peut recevoir sporadiquement des graphes de taˆches
– Chaque site a` son propre ordonnanceur
– Les taˆches ape´riodiques peuvent migrer
– L’ordonnancement local suit la re`gle Earliest Deadline First ;
– Un graphe de taˆches est de´note´ par G = (V , E) ou` V est l’ensemble des
taˆches et E est l’ensemble des relations de pre´ce´dences entre taˆches. Chaque
graphe G est caracte´rise´ par son e´che´ance D, son temps d’arrive´e A et R sa
date d’exe´cution au plus toˆt. Une taˆche ti ∈ G a une dure´e d’exe´cution note´e
e(ti).
3.2 Description de l’algorithme
Ci-dessous, nous pre´sentons une description succincte des e´tapes principales
de notre algorithme. Elle est donne´e pour un site initiateur k.
– Construction de la Sphe`re de Calcul Potentielle (SCP) issue de k. Le
calcul est effectue´ une seule fois a` l’initialisation du syste`me (avec l’hypothe`se
qu’aucune panne mate´rielle (lien/site) ne se produise pendant le processus
d’ordonnancement).
– A` la re´ception du graphe de taˆches (G)
1. Test d’acceptation pour ve´rifier si le DAG peut eˆtre garanti localement
Si le graphe (G) est garanti
inse´rer les taˆches du graphe dans la liste de l’ordonnanceur
Sinon faire les e´tapes suivantes.
2. Construction (calcul) de la Sphe`re de Calcul Disponible (SCD)
3. Construction des se´quences par le Processus d’Assignation (Mapper)
4. Validation des se´quences pre´ce´dentes
5. Exe´cution des se´quences apre`s re´ception de la permutation calcule´e a`
l’e´tape pre´ce´dente et des codes des taˆches.
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3.3 L’ordonnanceur local a` un site
Lorsqu’un nouveau graphe de taˆches arrive sur le site k, l’ordonnanceur local
tente de garantir son exe´cution localement. Ce test consiste a` ve´rifier si toutes
les taˆches du graphe peuvent eˆtre ordonnance´es avant l’e´che´ance D du graphe de
taˆches sans remettre en cause les taˆches de´ja` accepte´es. Si cela est possible, les
taˆches sont ordonnance´es parmi les taˆches de´ja` garanties. Sinon le processus de
distribution du graphe de taˆches dans la sphe`re est invoque´. Un test similaire est
effectue´ pendant le processus de validation des se´quences (voir section 3.10).
3.4 Sphe`re de Calcul Potentielle (SCP)
Si le graphe de taˆches ne peut eˆtre garanti sur le site k, une tentative d’exe´cu-
tion du graphe par un ensemble de voisins potentiels de k appele´ sphe`re de calcul
potentielle (SCP) peut commencer. Les sites de la sphe`re sont choisis proches de
k en terme de sauts (hops) et de de´lais de communication. Une Sphe`re de Calcul
Potentielle est caracte´rise´e par les proprie´te´s suivantes :
– Les sites ont un seul plus court chemin vers k en terme de de´lai de com-
munication
– Le diame`tre de la sphe`re en terme de sauts est borne´ par une constante h
et les de´lais de communication entre tout couple de sites de la sphe`re k sont
borne´s par un certain de´lai maximal.
– Tous les membres de la sphe`re connaissent un chemin vers tous les autres.
3.5 Algorithme de construction distribue´ de la
SCP
La sphe`re de calcul potentielle (SCP) du site k est un ensemble de sites qui
peuvent participer a` l’exe´cution du graphe de taˆches non garanti sur k. Elle est
construite une seule fois a` l’initialisation du syste`me. Il est a` noter que pour deux
sites initiateurs k et j, il peut y avoir une intersection non vide de leurs SCP. Par
conse´quent, un site de cet ensemble d’intersection pourrait participer a` l’exe´cution
des graphes de taˆches arrivant sur k et j.
Plusieurs algorithmes distribue´s classiques peuvent eˆtre adapte´s pour la
construction des SCPs. Nous pre´sentons dans ce qui suit un algorithme de
construction distribue´ des sphe`res base´ sur [BeGa87]. Cet algorithme est inter-
rompu avant terminaison pour limiter l’inondation du re´seau. Nous donnons une
bre`ve description de cet algorithme puis nous montrons comment l’adapter.
– Conditions de de´part : chaque site commence par e´mettre un vecteur
de distances (de´lais) vers tous les sites voisins imme´diats. Chaque site
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Etape d’envoi : chaque site envoie pe´riodiquement sa table de routage a`
tous ses voisins imme´diats. Les mises a` jour sont envoye´es quand l’entre´e
« destination » des vecteurs de la table change.
–
´´
Etape re´ception : mise a` jour des lignes de la table de routage avec les
tuples rec¸us.
Nous construisons les SCPs en arreˆtant l’algorithme pre´ce´dent apre`s un certain
nombre de phases. D’abord, nous l’adaptons pour l’organiser en phases logiques.
Le site k commence la construction de sa SCP en e´mettant sa table de routage a`
tous ses voisins. Une phase est compose´ de deux e´tapes : une e´tape d’envoi et une
e´tape de re´ception de toutes les tables de routages de ses voisins imme´diats. Ceci
nous assure que chaque nouvelle phase effectue une mise a` jour des distances a` un
saut (hop) de plus. Ainsi, si l’algorithme est arreˆte´ apre`s h phases, les distances
calcule´es jusqu’ici par l’algorithme sur chaque site, repre´senteront les distances
minimales exactes vers tous les sites (la distance = h sauts, repre´sente le rayon
de la sphe`re). En fait, l’algorithme est arreˆte´ apre`s 2h phases, pour que chaque
site de la sphe`re de k puisse de´couvrir tous les autres sites de la meˆme sphe`re
y compris les chemins vers ces sites. Mais seuls les sites de´couverts dans les h
premie`res phases sont pris en compte comme membres de la SCP.
A` chaque e´tape, chaque site envoie a` tous ses voisins un message, donc nous
avons 2m messages e´change´s (|E| = m est le nombre d’areˆtes). La construction de
la SCP s’effectue en 2h e´tapes. Par conse´quent, le nombre de messages e´change´s
est au plus 4mh.
3.6 Construction de la Sphe`re de Calcul
Disponible (SCD)
Quand un graphe de taˆches ne peut eˆtre garanti sur le site d’origine k, la
construction de la SCD peut commencer. Les membres de la SCD sont dynami-
quement se´lectionne´s dans l’ensemble des sites appartenant a` la SCP de k. Cette
construction est assure´e par un processus de marquage/recrutement qui utilise la
table de routage de la SCP. L’ensemble des sites recrute´s est appele´ SCD.
Comme e´voque´ pre´ce´demment, un site peut appartenir a` plusieurs SCPs. Par
conse´quent, il peut participer a` l’exe´cution de plusieurs graphes de taˆches en
meˆme temps. Le processus de recrutement utilise donc un me´canisme d’exclusion
mutuelle : une variable verrou sur chaque site permet de s’assurer que les sites
recrute´s n’appartiennent qu’a` la SCD de k pendant la phase de distribution du
graphe de taˆches.
Chaque site recrute´ envoie un message de confirmation, ainsi que son surplus
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calcule´, au site initiateur k. Les sites recrute´s ge`rent leurs variables verrous asso-
cie´es a` l’initiateur k. Les messages de demande de recrutement rec¸us des autres
sites sont ignore´s jusqu’a` re´ception d’un message de de´verrouillage du site initia-
teur k.
3.7 Construction des se´quences par le
Processus d’Assignation
Le processus assignation (ou Mapper) dispose des entre´es suivantes :
– le graphe de taˆches sporadiques G a` ordonnancer ;
– la liste des sites de la SCD trie´s par ordre de´croissant de leurs surplus
respectifs.
Le Mapper de´cide si le graphe de taˆches G est rejete´ ou, dans le cas contraire,
construit le partitionnement. Le partitionnement M est un ensemble de trois
applications :
– S : T → U , tel que U = 1, . . . , |U | est l’ensemble des sites logiques (S(t)
est le site logique auquel taˆche t est assigne´e) ;
– r : T → R+, tel que r(t) est la date d’exe´cution au plus toˆt de la taˆche t ;
– d : T → R+, tel que d(t) est la date d’e´che´ance de t.
Le partitionnement M est construit par le Mapper en se basant sur les in-
formations de la SCP et de la SCD : le surplus de chaque site j ∈ SCD et les
distances entre chaque couple de sites de la SCD.
3.8 Validation des se´quences
Les se´quences (partitionnement M) ge´ne´re´es par le Mapper doivent eˆtre va-
lide´es par les diffe´rents sites de la SCD, car le Mapper connaˆıt uniquement les
surplus des sites de la SCD mais pas les dates exactes de de´but et de fin des
pe´riodes d’oisivete´ de chaque site.
Donc le partitionnement M est diffuse´ dans la SCD. A` la re´ception de M ,
chaque site j ∈ SCD tente de valider toutes les taˆches assigne´es au site logique i
pour chaque i ∈ U .
Soit Ti l’ensemble des taˆches affecte´es au site logique i, Ti = {t ∈ T / S(t) = i}.
L’ensemble Ti est localement satisfiable par l’ordonnanceur local si et seulement
si chaque taˆche t ∈ Ti peut eˆtre exe´cute´e dans sa feneˆtre d’exe´cution respective
[r(t), d(t)]. La liste des sites i, pour lesquels l’ensemble Ti est localement satisfiable
est envoye´e a` l’initiateur k.
Quand l’initiateur k rec¸oit toutes les listes des sites de la SCD, il tente de
re´aliser un couplage maximum (proble`me classique de la the´orie des graphes re´-
solu en temps polynoˆmial voir [Berg70]). Soit c un couplage, si |c| < |U | alors
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aucune combinaison ne satisfait l’ensemble des se´quences Ti (i ∈ U) de M . Par
conse´quent, le graphe G est rejete´ et les membres de la SCD sont libe´re´s. Si en
revanche un couplage maximum de cardinalite´ |c| = |U | est trouve´, le graphe G
est accepte´ et une permutation de l’ensemble des sites pouvant exe´cuter le graphe
de taˆches non garanti par l’initiateur k est calcule´e.
3.9 Exe´cution distribue´e
L’initiateur k envoie la permutation calcule´e avec le code des taˆches aux sites
pouvant valider les se´quences Ti (i ∈ U). Les sites non invoque´s dans la permu-
tation sont libe´re´s.
Soit i l’identite´ du site logique assigne´ au site physique j. Le verrou de j
est imme´diatement libe´re´ apre`s avoir inse´re´ toutes les taˆches t ∈ Ti dans son
plan d’ordonnancement (schedule). Une fois que toutes les se´quences du parti-
tionnement M sont ordonnance´es, l’exe´cution distribue´ du graphe de taˆches peut
commencer.
3.10 L’ordonnanceur local – Test
d’ordonnanc¸abilite´
Le test de garantie local est invoque´ pour ve´rifier si toutes les taˆches du
graphe sporadique G, peuvent eˆtre exe´cute´es localement avant l’e´che´ance D de
G. Soit L la liste des taˆches garanties sur le site initiateur k, s(ti) la date de
de´but d’exe´cution d’une taˆche ti ∈ G et f(ti) la date de fin d’exe´cution de ti est
f(ti) = s(ti) + e(ti) ≤ d(ti). Deux cas de figures sont a` prendre en compte :
1. L = ∅ : la solution la plus e´vidente pour le test est de ve´rifier l’ine´galite´ :
|T |∑
i=1
e(ti) ≤ D −∇
2. L 6= ∅ : le test d’acceptation le plus adapte´ a` notre mode`le de taˆches est
de chercher pour chaque taˆche du graphe G une pe´riode d’oisivete´ suffisamment
grande pour traiter la taˆche dans son inte´gralite´, sans pre´emption. Pour cela, le
graphe est parcouru du bas vers le haut et les taˆches sont teste´es avec un calcul
des dates de de´but au plus tard. Nous supposons que L = {ti1, ti2, . . . , tiq} et que
la liste des pe´riodes d’oisivete´ entre les taˆches de L est :
[0, s(ti1)], [f(ti1), s(ti2)], . . . , [f(ti(q−1)), s(tiq)], [f(tiq),∞[
En paralle`le nous parcourons la liste des pe´riodes d’oisivete´ de droite a` gauche
a` partir de l’instant D et pour chaque taˆche ti ∈ G se´lectionne´e (la se´lection
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est guide´e par la politique EDF [LiLa73]), nous cherchons le premier interval de





− f(tik) ≥ e(ti)






Ou`, l’e´che´ance d(ti) de chaque taˆche ti ∈ G repre´sente le minimum des dates de
de´but au plus tard des taˆches successeur. Elle est calcule´e comme suit :
∀ ti ∈ T, d(ti) =





Si la date de de´but au plus tard de la dernie`re taˆche est dans le futur ou le pre´sent
alors le graphe de taˆches G est garanti. Sinon le graphe est rejete´ et le processus
de distribution du graphe sur la sphe`re de calcul peut commencer.
Remarque : Pour le cas pre´emptif, la condition ne´cessaire et suffisante d’accep-
tation du graphe G est
|T |∑
i=1
e(ti) ≤ Ω(R,D) ou` Ω(R,D) est la dure´e totale du
temps d’oisivete´ du site entre les dates R et D.
Test d’ordonnanc¸abilite´ – Validation des se´quences
A` la re´ception du partitionnement M =
{
T1, T2, . . . , T|U |
}
, un test de ga-
rantie est effectue´ pour chaque se´quence Tj ∈ M . Soit P , le site recevant
le partitionnement M , tj1 la premie`re taˆche de la se´quence Tj (j = 1 . . . |U |),
L = {ti1, ti2, . . . , tiq} la liste des taˆches de´ja` accepte´es pour exe´cution sur P .
L’ensemble des pe´riodes d’oisivete´ entre les taˆches de L sur P est :
[0, s(ti1)], [f(ti1), s(ti2)], . . . , [f(ti(q−1)), s(tiq)], [f(tiq),∞[
Le test de garantie consiste a` chercher pour chaque taˆche ti ∈ Tj un interval
de temps suffisamment grand pour traiter la taˆche dans son inte´gralite´, sans
pre´emption. Pour cela, chaque se´quence Tj (j = 1 . . . |U |) est parcourue de gauche
a` droite a` partir de l’instant r(tj1). Si toutes les taˆches d’une se´quence donne´e
peuvent eˆtre inse´re´es, la se´quence est conside´re´e comme garantie sinon la se´quence
est rejete´e.
La taˆche ti peut eˆtre inse´re´e dans la pe´riode d’oisivete´ qui satisfait l’ine´galite´
suivante :
s(ti(k+1))−max {r(ti), f(tik)} ≥ e(ti)
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s(ti) satisfait les conditions suivantes : (s(ti) ≥ r(ti)) et (s(ti) ≥ f(tik))
Par conse´quent la date d’exe´cution au plus toˆt est donne´e par
s(ti) = max {r(ti), f(tik)}
Apre`s la ve´rification de toutes les se´quences de M , un vecteur de boole´ens de
taille |U | repre´sentant les se´quences garanties et non garanties sur le site P est
envoye´ au site initiateur k.
3.11 Conclusion
Nous avons pre´sente´ dans ce chapitre, un nouvel algorithme totalement distri-
bue´ pour l’ordonnancement en ligne des graphes de taˆches temps-re´el sur des
re´seaux de taille arbitraire. Les graphes de taˆches sont caracte´rise´s par leurs
e´che´ances et ils arrivent concurremment sur n’importe quel site de manie`re spo-
radique. Le nouveau concept de calcul des sphe`res introduit dans ce chapitre a
pour but, d’une part, de re´duire les couˆts des communications et de migration
des taˆches, et, d’autre part, de permettre a` l’algorithme distribue´ d’utiliser un




Conclusion de la troisie`me partie
Nous avons pre´sente´ dans cette partie du me´moire nos re´sultats sur un do-
maine jusqu’alors peu explore´ : l’ordonnancement distribue´ temps-re´el en ligne.
Ce contexte est e´videmment le plus difficile et l’on ne peut alors pre´tendre ob-
tenir un algorithme optimal. Par conse´quent, nous nous sommes inte´resse´s a` des
heuristiques. Les heuristiques que nous avons pre´sente´ sont raisonnables en temps
de calcul, c’est a` dire que dans le meilleur des cas la taˆche ou le graphe de taˆches
est accepte´ imme´diatement, et dans le pire des cas, la re´ponse est donne´e comme
re´ponse a` un consultation d’un sous-ensemble des sites du graphe. En effet, les
cas d’application concrets que nous conside´rons sont souvent temps-re´el et l’inon-
dation du graphe pour la recherche d’un site permettant l’acceptation est inutile.
Nos heuristiques prennent en compte les distances, permettant de ne pas avoir
d’e´change de message a` faire avec des sites trop e´loigne´s qui n’auraient aucune
chance de re´pondre dans l’e´che´ance. Le nombre de sites consulte´s a` chaque arrive´e
de taˆche ou de groupe de taˆches est d’ailleurs parame´trable.
Le sujet fut lance´ pour le me´moire de DEA de Mourad Hakem qui a e´te´
suivi d’une the`se de doctorat [Hakem06] soutenue en de´cembre 2006 a` l’univer-
site´ de Paris 13. Nous n’avons pre´sente´ ici que la partie distribue´e des travaux
dont les points de de´part sont dans cette the`se [HaBu04, BuFH07]. D’autres tra-
vaux ont e´te´ effectue´s avec Mourad Hakem, notamment l’ordonnancement sur
architectures multiprocesseurs, avec nombre de processeurs borne´s [HaBu05b] ou
non [HaBu05a, HaBu06] et l’ordonnancement bi-crite`re dans lequel on s’attache a`
prendre en compte non seulement l’aspect minimisation du Makespan mais aussi
limiter la probabilite´ de panne [HaBu07a].
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Durant ces anne´es de recherche nous avons conc¸u un simulateur (EVADA
pour EValuation d’Algorithmes Distribue´s Asynchrones) qui de par sa re´alisa-
tion nous a apporte´ une expe´rience certaine dans la programmation de machines
paralle`les. Ce simulateur e´crit en C (7000 lignes) permet de prendre en compte
le mode`le classique distribue´ a` e´change de messages mais aussi le mode`le « link-
register » et le mode`le a` me´moire partage´e. Nous avons inte´gre´ dans ce simulateur
un suivi des changements d’e´tats des processus par matrice stochastique – qui peut
eˆtre vu comme des chaˆınes de Markov, et a permis d’illustrer certains re´sultats,
voir [Bui90a].
Il nous a aussi permis de mettre en e´vidence certains comportements a` oc-
currences rares dans certains algorithmes distribue´s ainsi que des comportements
en moyenne que l’analyse the´orique n’avait pas re´ve´le´s. En particulier des phe´no-
me`nes de surcharge locale. Nous avons explicite´s ces comportements et apporte´
des solutions simples. Une fois code´s dans un langage de description simple et
intuitif, les algorithmes ont e´te´ simule´s sur des graphes divers et nous ont per-
mis d’e´tablir des distinctions entre algorithmes de construction d’arbre couvrant
e´tablissant ainsi un classement suivant diffe´rents crite`res. Ce simulateur a` aussi
e´te´ utilise´ intensivement pour la the`se de Fe´lix Francisco Ramos Corchado (CIN-
VESTAV, Mexique) soutenue a` l’Universite´ de Technologie de Compie`gne.
Dans un tout autre domaine, la combinatoire, notamment la combinatoire al-
ge´brique, manipule de nombreux objets indexe´s par le groupe syme´trique. De fait,
les calculs sur ces objets sont tre`s difficiles a` re´aliser et tre`s lourds en termes de
temps de calcul et de me´moire. Une premie`re tentative re´ussie de distribution du
calcul [NeTB05] nous incite a` aller plus loin. En outre, en nous appuyant sur le
programme SCHUR [Wybo], de´veloppe´ initialement par B.G. Wybourne (Profes-
seur a` Torun, Pologne, de´ce´de´) et maintenant par Fre´de´ric Toumazet (Universite´
Paris 13), Ronald C. King (Professeur e´me´rite de l’Universite´ de Southampton,
Royaume-Uni) et moi-meˆme, nous essayons de proposer des me´thodes de calcul
simples et rapides. Le programme interactif SCHUR est le fruit de plus de 20
ans de recherches, c’est une sorte de super calculatrice qui peut aider aussi bien
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les e´tudiants que les chercheurs. En effet, il est a` l’origine d’un grand nombre
de conjectures sur les fonctions syme´triques (certaines ont e´te´ prouve´es depuis).
Apre`s avoir fait un gros travail sur le code (nettoyage des 50 000 lignes de code
C sans commentaires, en tout plus de 160 commandes) nous l’avons de´sormais
rendu disponible sur Sourceforge 1 en « open source » (GNU Public Licence) pour
la communaute´ scientifique. Nous y avons apporte´ de nombreuses corrections et
quelques commandes supple´mentaires. Nous avons de´veloppe´ aussi une batterie de
tests pour de´veloppeurs et nous le proposons sous forme de paquet preˆt-a`-installer





Nous avons pre´sente´ dans ce me´moire un extrait de plusieurs anne´es de re-
cherche dans le domaine de l’algorithmique distribue´e, dans ce qu’elle a de plus
original mais aussi de plus difficile a` appre´hender, son caracte`re asynchrone ou
asynchrone a` de´lais borne´s.
Le concept d’algorithmique distribue´e asynchrone conduit a` la recherche de
structures de controˆle sur la totalite´ du re´seau. Nous nous sommes efforce´s de
de´finir un mode`le pre´cis et simple tre`s peu exigeant en matie`re de connaissances
globales : pas d’information structurelle a priori sur le re´seau de communication
(taille, degre´, diame`tre, topologie, etc.), pas d’horloge globale ni de me´moire par-
tage´e.
La taille d’un re´seau et l’arbitraire de sa topologie conduisent a` e´carter des
techniques de type routage point a` point et anneau virtuel pour l’e´tablissement
de structure de controˆle. Nous avons donc pre´sente´ dans un premier temps des
algorithmes de construction d’arbre couvrant ayant chacun des particularite´s in-
te´ressantes.
Une structure de controˆle distribue´e se doit d’eˆtre efficace. Nous avons pre´sente´
trois contraintes de construction :
– le poids total minimal qui traduit plutoˆt une recherche e´conomique (travail
qui a e´te´ effectue´ dans le cadre du co-encadrement de la the`se de Le´lia Blin).
– le diame`tre minimal qui traduit la recherche d’efficacite´ aussi bien en mes-
sages qu’en temps lorsque les liens de communications sont value´s par leurs
de´lais de transmission exacts (ou du moins par un majorant de ces de´lais) et
– le degre´ minimal qui apporte un re´ponse a` des besoins en termes de couˆt
en e´quipements d’interconnexion et de re´solution de goulot d’e´tranglement,
entre autres.
Tous ces algorithmes sont nouveaux, voire pionniers de leurs domaines et nous
avons par ailleurs propose´ des versions tre`s de´taille´es de ces algorithmes qui sont
directement imple´mentables.
Utilisant nos connaissances sur l’algorithmique distribue´e, il nous a paru inte´-
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ressant de lancer divers travaux sur un sujet de recherche qui semblait un peu ne´-
glige´ : l’ordonnancement distribue´. Malgre´ un inte´reˆt e´vident dans des domaines
de recherche tre`s en vue, tels les grilles de calculs, tre`s peu de travaux e´taient
parus sur le sujet. Persuade´s que le domaine valait une re´elle exploration, nous
avons propose´ le sujet et encadre´ le me´moire de DEA puis la the`se de M. Mourad
Hakem (encadrement a` 99%). Ce travail a e´te´ fructueux : pas moins de quatre
publications internationales ont confirme´ l’inte´reˆt de la communaute´ scientifique
envers ce sujet.
Comme nous l’avons vu dans ce me´moire, la plupart de nos algorithmes sont
des algorithmes pionniers. Dans le domaine de l’algorithmique distribue´e, le pro-
ble`me de la recherche d’arbre couvrant, structure de controˆle de pre´dilection,
a e´te´ source de nombreuses publications. Pourtant certaines de ses variantes
contraintes, telles l’arbre couvrant de diame`tre minimal ou celui de degre´ minimal
n’e´taient pas traite´es dans un cadre aussi ge´ne´ral que celui que nous nous sommes
pose´ : pas de me´moire partage´e, pas d’horloge globale, pas d’informations struc-
turelles sur le graphe sous-jacent du re´seau de communication. Pourtant, nous
avons pu proposer des algorithmes de re´solution simples et efficaces, certes pas
optimaux mais permettant encore de nombreux de´veloppements.
En particulier nous souhaitons de´sormais nous inte´resser a` des aspects laisse´s
(en partie) de coˆte´ ; ainsi, entre autres, toute la proble´matique de la tole´rance
aux fautes, en particulier l’auto-stabilisation, et de l’algorithmique probabiliste.
Nous avons commence´ une de´marche de suppression et de relaxation des hy-
pothe`ses de fonctionnement. L’information structurelle a priori (taille du graphe,
topologie, etc.) n’est plus directement pertinente (sauf en ce qui concerne la com-
plexite´ des algorithmes) ; il nous faut plutoˆt orienter notre travail vers les carac-
te´ristiques des identite´s des processus. En effet, dans un environnement distribue´
asynchrone et anonyme – c.-a`-d. les identite´s des sites ne sont pas ne´cessairement
distinctes (ce qui e´quivaut a` l’absence d’identite´) –, il n’existe plus d’algorithme
de´terministe de construction d’un arbre couvrant (ou, plus ge´ne´ralement, de struc-
ture de controˆle couvrante). Cre´er des algorithmes probabilistes (ou randomise´s)
est alors la seule solution envisageable.
Une autre branche de cette recherche concerne les re´seaux sans fils, re´seaux
mobiles, re´seaux ad hoc (ou Manet) et re´seaux radio ou de capteurs. Les re´seaux
sont alors mode´lise´s par des graphes comple`tement dynamiques, soit du fait de la
mobilite´ des sommets, soit du fait de la porte´e limite´e des signaux (radios, optiques
ou autres) en transmission/re´ception, soit du fait meˆme des fautes inhe´rentes a`
ces mode`les. Nous devrons confronter notre expe´rience a` cette approche, certes
diffe´rente, mais de´ja` tre`s riche et dont l’inte´reˆt va croissant.
Un dernier domaine de recherche extreˆmement prometteur a trait a` l’analyse
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en moyenne des algorithmes distribue´s. Les analyses de complexite´ des algo-
rithmes distribue´s se sont jusqu’ici principalement limite´es au pire des cas. Leur
« analyse perturbe´e » (smoothed analysis voir [BaBM03]) apporte une vision en-
richie du proble`me. Il s’agit d’une mesure de complexite´ interme´diaire entre le
pire des cas et la complexite´ en moyenne qui semble ade´quate pour quantifier la
« difficulte´ » d’un proble`me. Il paraˆıt ainsi naturel de s’inte´resser aux nombreux
proble`mes classe´s NP ou assimile´s (d’optimisation et de combinatoire). En effet,
eˆtre « worst-case-NP » est fort diffe´rent d’eˆtre « average-case-NP », lui-meˆme
fort diffe´rent d’eˆtre « average-case-NP » sur une re´gion suffisamment grande.
Du coˆte´ de l’ordonnancement en ligne, nous avons ouvert un certain nombre
de bre`ches avec la the`se de Mourad Hakem. Nous avons e´voque´ dans ce me´moire,
l’aspect ordonnancement distribue´ de taˆches inde´pendantes ou non. Ici encore, la
tole´rance aux pannes est encore a` de´velopper. Mais nous avons aussi par ailleurs
de´veloppe´ d’autres heuristiques pour l’ordonnancement de graphes de taˆches sur
architectures multiprocesseurs qui s’ave`rent tre`s efficaces en pratique [HaBu05a,
HaBu05b, HaBu06, HaBu07a]. Ces heuristiques sont pour certaines bicrite`res,
prenant en compte non seulement le temps total d’exe´cution d’un graphe de
taˆches ordonnance´ (Makespan) mais aussi les probabilite´s des pannes de sites.
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